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Dass der Gegenstand dieser Schrift eine vollständige Erledigung 
erfordert, darüber ist kein Zweifel, dass er sie aber durch diese Schrift 
gefunden, wird ein Blick auf den letzten Paragraphen lehren. Einer 
Entschuldigung bedarf es nur, dass gerade ich in einer Zeit, die an 
kühnen und erfolgreichen Analytikern so reich ist, es unternommen 
habe, diesen Gegenstand in einer wesentlich geometrischen Behandlung 
zur Veröffentlichung zu bringen. Aber meine vorhergehenden Ar- 
beiten über periodische Transformationen !) gaben mir von selbst den 
Anstoss, die hier gestellten Probleme zu fassen, und gaben mir die 
Methoden in die Hand, sie endgültig zu lösen und dadurch eine feste 
Basis für die Theorie und eine Uebersicht über den überhaupt zu 
erforschenden Inhalt zu liefern. 

Die vielfachen Zusammenhänge mit analytischen Theorieen habe ich 
nur hervortreten lassen, um auf sie aufmerksam zu machen. In dieser 
Hinsicht ist das Buch unvollständig, wird aber früher oder später er- 
gänzt werden. 

Der Verlagshandlung sage ich für die mit der Herausgabe dieses 
Buches verbundenen Opfer meinen besten Dank. 


1) Preisschrift der Akademie zu Neapel 1884—89: »Premiers fondements 
d’une theorie des transformations periodiques univoques.« — Ein Auszug ist im 
Journal f.d. r. u. ang. Math. Bd. CXIV p. 50 erschienen unter dem Titel: »Theorie 
der eindeutigen periodischen Transformationen in der Ebene.« 

»Neue Theorie der eindeutigen periodischen Transformationen in der Ebene.« 
Acta Math. Bd. XIX. p. 115. 


S. Kantor. 
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Einleitung. 


Analytische Probleme haben den ersten Anstoss zu einer systema- 
tischen Behandlung der endlichen Gruppen geometrischer Transforma- 
tionen, zunächst linearer, gegeben. Einerseits führte die Theorie der 
linearen Differentlialgleichungen in jenem besonderen Theile, der sich 
mit der Theorie ihrer algebraischen Integrale beschäftigt, zur Bestim- 
mung der Gruppen von Transformationen, welche die » Integrale (als 
Variabelen) um die. Verzweigungspunkte herum erfahren‘); anderer- 
seits entstand in der Theorie der algebraischen Gleichungen in einem 
ihrer Theile, nämlich der Auflösung der elliptischen Modulargleichungen, 
das Bedürfnis, die Gruppe der Periodensubstitutionen , welche zur 
Transformation eines gegebenen Grades gehört, an einer geometrischen 
Irrationalität anschaulich zu machen ?) und von da zum umgebenden 
Raume überzugehen. 

Analytische Methoden waren es dann auch, welche zu einer di- 
recten Bestimmung und Untersuchung dieser Gruppen führten, und 
zwei hievon kommen namentlich in Betracht. Die eine, bisher nur 
für die Gruppen in zwei homogenen Variabeln verwendet, bedient 
sich — u. zw. thun dies alle drei Mathematiker, die sie verwenden, 
mehr oder weniger direct?) — der algebraischen Formen, welche durch 
je eine dieser Gruppen in sich transformirt werden. Es ist wohl kein 
Zweifel, dass auch die Bestimmung der Gruppen in r Variabeln mit- 
telst dieser Methode möglich sein wird. Die zweite Methode, von 
Herrn Jordan eingeführt), gründet sich in erster Linie auf die arith- 


1) L. Fuchs, Cr. J. Bd. 68 u. 81. 
2) F. Klein, Math. Ann. XIV und früher IX und XII. Hierzu auch W. Dyck, 
Math. Ann. XVII. 
3) P. Pepin, S. J. in den C. R. 1875; F. Klein, M. A. IX; Fuchs Cr. J. 81 
und C. R. 1876, 26. Juni, 3. Juli. 
4) C. Jordan, Cr. J. 84 und Atti dell’ Accademia di Napoli 1879. 
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metischen Eigenschaften der Gruppen, indem sie die geometrischen 

Bedingungen einführt, um die diophantischen Lösungen zu beschränken. 

Die Hauptbedingung ist, die Büschel vertauschbarer Transformationen 

zu kennen. Herr Toren selbst hat die Methode vollständig nur ar 
—= 3 und beinahe vollständig für v = 4 durchgeführt. 

Um so bemerkenswerther ist es daher, dass sich das Problem der 
endlichen Gruppen von. birationalen Transformationen irgend beliebiger 
Ordnung und Art mittelst rein geometrischer Methoden wenigstens in 
der Ebene vollständig und bis ins letzte Detail erledigen lässt. Es ist 
dasselbe Verfahren, das sich mir bereits in der Bestimmung der ein- 
zelnen periodischen Transformationen von Erfolg bewiesen hat. Man 
kann es als eine Verallgemeinerung in gewissem Sinne der oben er- 
wähnten algebraischen Methoden bezeichnen, obzwar es nicht mehr 
den durchaus formalen Character jener besitzt. 

Ich gelange mittelst dieses Verfahrens dazu, eine vollständige 
Uebersicht über die Gruppen zu gewinnen, welchen alle existirenden 
endlichen Gruppen birationaler Transformationen durch birationale 
Transposition äquivalent gemacht werden können und mit Hilfe der in 
den meisten Punkten hinreichend ausführlichen Untersuchung in meiner 
Preisschrift gelingt es, diese Gruppentypen gründlich zu durchforschen. 

Ich beginne im ersten Paragraphen mit einigen ganz allgemeinen 
Betrachtungen über lineare Substitutionen, als deren specielle Fälle die 
l.c. in Anwendung gebrachten aufzufassen sind, um dann in den fol- 
senden Paragraphen des ersten Theiles die Aequivalenztheorie darzu- 
legen und die Typen der Gruppen von Characteristiken einzeln zu un- 
tersuchen. Dabei bin ich in Folge des Wunsches, einen ganz allge- 
meinen Gegenstand auf möglichst wenig Blättern zu erledigen, Schwie- 
rigkeiten in der Darstellung begegnet. Der gütige Leser möge die 
hieraus entstandenen Mängel in der Form entschuldigen. 

Im dritten Theile habe ich des Raumes wegen die geometrische 
Discussion in den SS 4—7 durch die algebraische Methode der cano- 
nischen Form der linearen Substitutionen ersetzt, die ich bereits in. 
der Preisschrift zweimal angewendet habe und welche sich für die. Be- 
handlung dieses Gegenstandes äusserst geeignet erweist. 


I. Theil. 
Die endlichen Gruppen von Charakteristiken. 


$ 1. Ueber gewisse lineare Substitutionen mit ganzen Coefficienten. 


1. Es sei ein System von Curven Ü, mit o Vielfachheiten a,...a, 
gegeben und man denke sich über diesen 6 Punkten o Singularitäten- 
complexe (b,, @,...@,,i = 1,...6), welche unter einander so dif- 
feriren, dass keiner ein Vielfaches eines anderen, noch eine lineare 
Combination von mehreren unter ihnen sei. Ich nenne sie die 6 Fun- 
damentalcomplexe. Hienach habe C, die Vielfachheiten y,,...y, in 
@,,...G@,. Man rechne die Schnittpunktezahlen von C, mit diesen 6 
Complexen und bezeichne sie mit y,...y, und die Schnittpunktezahl 
von C, mit den ©, sei n. Man wird so unter den Zahlen »’, y!,...y, 
und R,%,;...%, lineare Gleichungen mit ganzzahligen Üoeffieienten 
haben: | 


NH U ae Y m Yn 
N j 
Ya b,n u, —AsY: Pe a 
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/ — 
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Man wird diesen Gleichungen die Bedingung auferlegen, in gan- 
zen Zahlen umkehrbar zu sein, also die Determinante gleich 1 zu 
haben. 

2. Man kann sich nun ungehindert denken, dass die Zahlen 
Yı...%, 6 anderen Punkten zugewiesen, etwa die Vielfachheiten einer 
Curve in diesen Punkten seien und »’ die Ordnung der Curve sei, 
sofern n’ stets positif ist. In den inversen Gleichungen zu 1) wird 
man in gewissen Fällen die Coefficienten wieder als Singularitätencom- 
plexe von Ö,, und 6 Curven deuten können. Man wird insbesondere 
die Fälle verlangen können, wo die Complexe die entsprechenden 
seien zu den Punkten a,...a,, diese als Complex n=0,y, = 
—1,9,=...= y, = 0 genommen. 

Man kann andererseits für den Uebergang von den n’, y’ zu den 
n,y eine über 6 willkürlichen Complexen construirte Substitution neh- 
men, welche nicht die Umkehrung von 1) ist. Dies erlaubt, ohne 
Weiteres die 6 Complexe & Punkten b,...d, zuzuweisen. Im Allge- 
meinen wird dabei unter a,...a, und b,...b, keinerlei Coordination 
bestehen und es werden die Fälle zu suchen sein, in denen eine solche 
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wohl präeisirt ist. Jedenfalls aber kann man die Punkte db, mit den 
Punkten a, coinceidiren lassen oder durch Einschaltung neuer Punkte 
und Einführung neuer Variabeln sie verketten. So wird einer- Curve 
i. A. eine Reihe von Curven entsprechen, aber nur arithmetisch, d.h. 
nur Singularitätencomplexe und mit dieser Beschränkung riet man 
auch die Frage der Periodieität von 1) oder einer durch Verkettung 
wie in der Preisschrift abgeleiteten Substitution stellen können. 


3. Die Substitution 1) nebst ihrer coordinirten (ihrer inversen 
oder nicht) kann Bedingungen unterworfen werden, welche die Ver- 
änderlichkeit der ganzen Coefficienten beschränken und sogar so weit, 
dass nur eine endliche Anzahl möglich ist. Man kann z.B. verlangen, 
dass sie eine gewisse Anzahl von quadratischen und linearen Formen 
oder auch von cubischen Formen etc. in sich transformire, wie l.c. die 
beiden Formen 


| 
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Es wurde ].c. nachgewiesen, dass in diesem letzteren Falle die 6 
Fundamentalcomplexe zu je zweien der Form 


I are nv— Zy,n, 


den Wert Null .geben und. dass. die Anzahl der. Substitutionen für 
6 <g endlich, sie selbst alle periodisch sind. Es wäre nun wichtig, 
andere Classen von Substitutionen zu suchen, deren Coefficienten ganz- 
zahlige Functionen gewisser ganzer Parameter sind mit der Eigen- 
schaft, für o unterhalb einer gewissen Grenze, in endlicher Anzahl 
vorhanden zu sein!) und zu fragen, ob es möglich, sie mittelst STS"! 


wo S mit 7 gleiche Definition hat, auf eine Anzahl von Typen zu re- 
duciren. 


4. Obzwar 1) zwei Singularitätencomplexe unter einander trans- 
formirt, ist sie nicht das Bild einer geometrischen Transformation. Man 
kann sich jedoch eine hinzu denken. Eine Mannigfaltigkeit M} sei 
eindeutig auf die Ebene AR, u.s.w. mittelst der Curven ©, abgebildet. 
Den Punkten a, ....a, werden auf M} Curven Q,, BR. ER und einer 


Curve O,a,%ı...a,/° wird auf M} eine Curye ©, entsprechen, welche 

Our: Ca, in yı...y, Punkten treffen wird. Sind die o Fundamen- 
[ > 

talcomplexe der Ebene richtig gewählt, so werden die ©, und dann 


1) Es scheint zu erwarten, dass dies für alle Substitutionen stattfinde, welche 


eine gewisse Anzahl von ganzzahligen Functionen in o Variabeln in sich trans- 
formiren. 


een ein 


die ©, durch »’, y1...,, bestimmt‘), Ganz ebenso kann man den 1) 
‚eine geometrische Deutung in 7%, und auf M7 geben und wird unter 
A,...d, sei es Punkte, sei es Geraden, sei es R, verstehen, wobei man 
sich nicht auf die Curven beschränken muss, welche durch diese R, 
gehen, sondern sie auch für N} anwenden kann, welche durch ..eine 
gewisse Anzahl AR,_, in diesen R, hindurchgehen oder die R, nach.ge- 
wissen Vielfachheiten enthalten. 

Eine andere und wichtigere Anwendung ist folgende. Wenn eine 
M}, des Geschlechtes » im A, eine birationale Correspondenz trägt ?), 
so wird diese ein gewisses System oo’ von Curven ©” der Fläche in 
ein anderes System verwandeln und hiebei eine Anzahl Fundamental- 
punkte erscheinen lassen. Die Curven 0° gehorchen also in Ordnung 
und in Vielfachheiten über gewissen Punkten linearen Substitutionen 
1) und es folgt sofort, dass in einer birationalen Correspondenz unter 
zwei Punktsystemen auf einer Fläche vom Geschlechte » die Anzahl 
der Fundamentalpunkte dieselbe in den beiden Systemen ist. Die 
Coefficienten der Substitutionen werden schon auf den unicursalen 
Flächen anderen Bedingungen als jene in der Ebene unterworfen sein. 
Dieselbe Deutung gilt noch für die birationalen Correspöndenzen unter 
den Punkten einer M: im R,, deren Geschlechter »,...2, willkürlich 
sein mögen. 


$ 2. Die Gruppen von birationalen Characteristiken und das Theorem 
über die Typen. 


1. Als Characteristik einer Transformation habe ich die Gesammt- 
heit der Punkte bezeichnet, welche als Fundamentalpunkte oder deren 
Transformirte auftreten und dieselbe ist geschlossen, wenn diese Punkte 
in endlicher Zahl vorhanden sind. Jeder Transformation entspricht eine 
Characteristik, aber nicht umgekehrt. Diese letzteren Uharacteristiken sind 
die »illusorischen«e. Gleiches gilt für die Gruppen. Man kann über 
einer Anzahl 6 von Punkten eine willkürliche Anzahl von Characte- 
ristiken combiniren, welche zufällig werden eine endliche Gruppe bil- 
den können, aber deren Gesammtheit, selbst wenn sie einzeln construc- 
tibel wären, nicht existiren mag. Man muss also Gruppen von Üha- 
racteristiken und Gruppen von Transformationen unterscheiden und 
hier werden sie unabhängig von einander im ersten und den beiden 
anderen Theilen behandelt werden. (Vgl. die Anmerkung p. 39). 


1) Die Substitution führt hier nicht die F, in sich selbst über. 

2) Herr Zeuthen hat zuerst solche birationale Correspondenzen auf Flächen 
höheren Geschlechtes genau untersucht in Math. Ann. IV p. 21 und dort finden 
sich die ersten Spuren dieser Substitutionen. Cf.Nöther, Math. Ann. VIII p. 495. 
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2. Jeder geschlossenen Characteristik über 'o Punkten a,...q@, 
entspricht eine der Substitutionen 1) von der Art, wie sie im $1. n.3 
_ definirt ist und einer endlichen Gruppe von Characteristiken über 6 
Punkten eine endliche Gruppe von Substitutionen 1) ino-+1 Varia- 
beln. Aber alle diese Substitutionen lassen den Punkt n = (0, y, 
—=...y,>=1 und die lineare Form 3 — y,— ... — y, ungeändert, also: 

Theorem I. Jede endliche Gruppe von Characteristiken mit o 
Punkten liefert eine endliche Gruppe von linearen Substitutionen im 
R,;,, welche einen Punkt und einen Z, und eine M‘, fest lässt. 

3. Lemma I. Eine Gruppe von Characteristiken, welche einen 
Complex n, 9%, = ...Y, = 0 in sich transformirt, ist nothwendig eine 
Gruppe von Collineationen unter a,...q,. 

Theorem II. Jede endliche Gruppe von Characteristiken, welche 
einen invarianten Singularitätencomplex mit 9 = 0, u = 2 gestattet, 
ist äquivalent mit einer Gruppe von Collineationen. 

Man überträgt den invariantiven Complex in den Complex n = 1 
Y=...= Yy, = 0, und wird eine Gruppe von Characteristiken er- 
halten, welche diesen Singularitätencomplex in sich transformirt, also 
eine Gruppe von Collineationen. 

Theorem III. Jede endliche Gruppe von Characteristiken 
welche einen invarianten Complex mit pp = 0, u = 1 gestattet, ist 
äquivalent einer Gruppe von Characteristiken von Jonquieres mit ge- 
meinsamem Punkte (ab). 

Beweis. Man überträgt den Complex p = 0, w= |] in den 
Complex 2» =0,4, = 1,Y% —= ...Y. — Drund wendet die Deszse 
tion der Charakteristiken von Jonquieres an oder das Lemma Il: Wenn 
eine Gruppe von Characteristikenn =0,y =1,9,=..-0u 
sich überträgt, besteht sie aus Characteristiken von Jonquißres. 

Theorem IV. Jede endliche Gruppe von Characteristiken, welche 
einen invarianten Complex n = 3,y, = ...y, — 1 Eestalergeee 
6 —= 6,7,8, ist eine Gruppe von Characteristiken mit 6, 7,8 Punkten. 

Beweis. Es ist nothwendig, dass der Complex durch alle Punkte 
der Charakteristik einfach gehe, was aus &y = 3(n—]1) folgt. 

Theorem V. Jede Gruppe von Characteristiken, welche einen 
invarianten Complex 385, Y, = ...%, = s$ hat, ist eine Gruppe von 
Uharacteristiken mit 8 Punkten. 

Beweis. Wie in IV muss der Complex einfache Punkte in allen 
Characteristikpunkten der Gruppe haben. 

Theorem VI. Jede Gruppe von Characteristiken, welche einen 
invarianten Complex mitp = 1, u = 2,3 hat, ist äquivalent einer 
Gruppe von Characteristiken mit 7, 6, Punkten. 

Beweis. Gemäss dem Theoreme von Bertini-Martinetti ist der 
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Complex äquivalent einem der Complexe des Theoremes IV, welches 
man also anwenden kann. 


Theorem VII. Jede endliche Gruppe von Characteristiken be- 
sitzt einen invarianten Singularitätencomplex, dessen Geschlecht jede 
willkürliche Grenze überschreitet, aber sicher > 2 ist. 

Beweis. Denn man nehme eine Characteristik der Gruppe. Man 
wird für diese wie l.c. IV.S 5. Th. X beweisen, dass die Summe 
aller Transformirten eines willkürlich gegebenen Singularitätencom- 
plexes .B.vonn =1,y =...Y, = 0) einen Complex mit be- 
liebig grossem » bildet, aber sicher p > 2. Für einen solchen Com- 
plex wird man alle Transformirten durch eine andere Transformation 
der'Gruppe bilden und da gemäss dem Beweise des eitirten Theoremes 
das » der Summe grösser ist als die p der einzelnen Complexe, wird 
man zu einem Complexe mit noch grösserem p gelangen u.s.f., bis 
man alle Transformationen der Gruppe erschöpft hat. Indem man sich 
des Lemmas III bedient: Wenn ein Singularitätencomplex invariant ist 
für die Characteristiken $,, S,, ist er auch invariant für die Charac- 
teristik $,, $,, so kann man sich auf die 2 Constituenten der Gruppe 
beschränken. 


Definition. Sobald eine Gruppe keinen anderen invarianten 
Complex als 35, s...s gestattet, wird die Gruppe »äquimultipel« ‚ge- 
nannt werden und sobald ey =n-—-25,\, =...Y, = ge 
stattet, orthanallagmatisch oder Gruppe von Jonquiöres. In diesen De- 
finitionen ist immer verstanden, dass s jeden ganzzahligen positiven 
Werth annehmen kann. 


Theorem VIII. Durch eine Transposition mit birationaler Matrix, 
wo die Anzahl der Variabeln sich nicht vermehrt, wird eine äquimul- 
tiple Gruppe in eine äquimultiple Gruppe verwandelt. 

Beweis. Es reicht hin, es für die quadratischen Transpositionen 
zu beweisen. Aber man sieht aus den Substitutionen 1), dass 
35, s“..s in einen Complex 3s, s...s verwandelt wird und jeder 
nicht äquimultiple Complex in einen nicht äquimultiplen Complex. 


Theorem IX. Eine äquimultiple Gruppe mit mehr als 8 Punkten 
kann nicht endlich sein. 

Beweis. Denn für = 9 gibt der Complex n = 3s, y = s für 
alesp = 1 und für >9p»< 0. Die Gruppe würde also nur Com- 
plexe mit » = 1 besitzen oder gar keinen invarianten Complex, wäh- 
rend VIII streng verlangt, dass es invariante Complexe mit 2 > 1 gebe. 


Theorem X. Alle Gruppen von Characteristiken über 6 < 9 
Punkten sind endlich. 
Beweis. Ich habe l.c. bewiesen, dass die Anzahl der Characte- 
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ristiren über 6 < 9 Punkten endlich ist und zwei beliebige unter 
ihnen können keine unendliche Gruppe zusammensetzen, da die Zahl 
6 durch die Zusammensetzung sich nicht vermehrt. 


Theorem XI. Wenn eine Gruppe einen Singularitäteneomplex 
in sich transformirt, transformirt sie auch den adjungirten Complex 
n—3, 9,—1 und alle successiven adjungirten Complexe in sich. 

Beweis. Denn dies gilt für die einzelnen Characteristiken der 
Gruppe, in Folge des Lemma: III gilt es für die ganze Gruppe. 


Theorem XII. Wenn eine Gruppe von Characteristiken den 
Complex m, n—2s, s...s reprodueirt, ist sie eine orthanallagmatische 
Gruppe. 

Beweis. Mittelst XI leitet man durch Bildung der successiven 
adjungirten Complexe her, dass die Gruppe auch den Complex » = 1, 
Y, = :.. = 0 reproducirt, also orthanallagmatisch ist. 


Theorem XIII. Wenn eine Gruppe von Characteristiken einen 
Complex n» =, +35, U, Ss, en u 000 
sich transformirt, setzt sie sich aus lauter quadratischen Characteristiken 
zusammen, welche a,, a, als zwei Hauptpunktepaare besitzen, also 
(aa’),. (bb), €... :&,.oder (ab'),-(ba‘), €. er time en 

Beweis. Denn oberhalb m = 2 gibt es kein Fundamentalsystem, 
welches einen Kegelschnitt durch zwei Fundamentalpunkte neuerdings 
in einen Kegelschnitt verwandeln würde und für m = 2 genügt auch 
die primitive Characteristik (ab'), be’), (ca') nicht. 

Theorem XIV. Wenn eine Gruppe von Characteristiken einen 
Complex 2 =2, 4, =1l ,=-.y4, >= 0 den a3 yu- zn 
in sich transformirt, ist sie nothwendig eine Gruppe von Collineationen, 
welche a, fest lässt. 


Theorem XV. Jede endliche Gruppe von Characteristiken re- 
producirt einen Complex 9 = 1, u = 1, 2, 3, 4, 5 oder einen Com- 
px nr = 5, +8, Yı = Su Y >= &, wenn sie nicht eine Gruppe 
von Collineationen oder eine orthanallagmatische Gruppe ist. 

Beweis. Ich gehe von einem der invariantiven Oomplexe >11 
aus, welche nach Theorem VII nöthwendig in der Gruppe enthalten 
sind und ich wende auf denselben die Verminderung der adjungirten 
Complexe an. Wenn man diese Verminderung ohne Unterbrechung 
fortsetzen kann, gelangt man am Ende entweder zu einem Complexe 
n—=30odern = 2 oder n = 1. Aber wenn man unterwegs auf 
einen adjungirten Complex stösst, welcher » = 1 oder 0 hat, ist es 
nicht erlaubt fortzusetzen, weil man zu einem zu beschränkten Resul- 
tate gelangen könnte, indem man einen Öomplex n=3, %,..:.y, =1 
findet, was keinen Schluss gestattet, während von einem anderen inva- 
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rianten Complexe ausgehend man zu einem genaueren Resultate ge- 
langen würde. Im Augenblick also, wo man zu p = 0 oder 1 ge- 
langt, wird man sich der: Transpositionstheoreme und II, III, VI be- 
dienen, was man besser so ausdrückt: 


Theorem XVI. Jede endliche Gruppe von Characteristiken ist 
äquivalent entweder | 

1. einer Gruppe von Collineationen (Buchstabenvertauschungen) oder 

2. einer orthanallagmatischen Gruppe oder 

3. einer Gruppe, welche einen Complex 2 = 3, 0 = 3,4,5, 6,7, 
8, 9 in sich transformirt oder 

4. einer Gruppe quadratischer Characteristiken (a«'), (bb), oder 
(ab'), (ba'). 

Beweis. Wir haben im Beweise des vorhergehenden Theorems 
erschlossen, dass immer einer von gewissen invarianten Complexen 
existirt. Indem man nun jedesmal so transponirt, dass diese Complexe 


entweder in einen Complex n = 3,6 = 3,4,...7 oder in einen 
Ben 38, 4, i,.9,.=.8;0derin. einen: Compleg ».— 
s, +8, 9% = 5, % > 5, übertragen werden, kommt man dazu, III, 


IV, VI, XV anzuwenden. 


Theorem XVII. Jeder nicht äquimultiple Complex mit zwei 
Unbestimmtheiten liefert durch eine passende Wahl der Parameter auch 
einen Complex mit p = I. 

Beweis. Wenn nicht, so wende ich die Verminderung der ad- 
jungirten Complexe an. Es ist unmöglich, dass man in allen Fällen 
bis n = 3 fortsetzen könnte, denn sonst wäre der Complex äquimul- 
tipel. Man muss also einmal zu einem Complexe mit » = 0 oder 
»<0 gelangen. Der Fall von p <0 kann sich nicht für alle inva- 
rianten Complexe darbieten, es muss also wenigstens einmal 9 = 0 sein. 


Lemma IV. Es existirt kein Complexp =0(0, v=0mite <9, 
ausser für n = 6. 


Theorem XIII. Jede Gruppe mit 3 oder 4 Punkten ist eine 
Gruppe quadratischer Characteristiken über den 3 oder 4 Punkten. 


Theorem XIX. Wenn eine endliche Gruppe von Characteristiken 
mit 6 < 9 nicht äquimultipel ist, existirt sicher ein invarianter Com- 
Bar mi = (,v a 

Nun kann ein Complex p = 0, «>1 immer vervollständigt 
werden zu einem Complexe 9 = 0, u = 2 und auf diesen oder auf 
den Complex p = 0, u = 1 kann man die zwei Theoreme I und II 
anwenden. Aber wenn 9:= 0, u = 0 existirt, kann man .diesen 
Complex als Fundamentalcomplex in einem Fundamentalsysteme mit 
birationaler Matrix anwenden und man wird die Zahl o der Punkte 


== 1 = 


um eine Einheit vermindern können. Wenn die so erhaltene Gruppe 
noch nicht äquimultipel ist, wird man fortgesetzt dasselbe Theorem 
anwenden und man kann also aussprechen: 


Theorem XX. Jede endliche Gruppe von Characteristiken 
mit # < 9 ist äquivalent entweder einer Gruppe von Collineationen 
oder einer Gruppe von Jonquiöres oder einer äquimultiplen Gruppe 
mit 6 <9. | 


Theorem XXI. Jede endliche Gruppe von Characteristiken, 
welche einen invarianten Complex mit? = 1, w = 1 hat, ist äqui- 
valent einer Gruppe von Characteristiken mit 8 Punkten. 

Beweis. Man wendet die Uebertragung an, welche den Complex 
»=]1,u =1 auf’einen Complex a = 38, y— N SE 
reducirt und dann der Reihe nach die Theoreme VII. IX, XVII, XX, 
IV auf die übrigen vorhandenen invarianten Complexe. 

Definition. Die Gesammtheiten aller Characteristiken über 
3, 4,...8 Punkte bilden endliche Gruppen, welche man die subto- 
talen Gruppen M,,... M, nennen kann, während M, die Totalgruppe 
sein möge. Die endlichen Gruppen, von welchen das Theorem XXIHI 
sprechen wird, werden Untergruppen der Subtotalgruppen sein. 


Theorem XXII. Die Gruppen M,, M,, M,, M, und jede ihrer 
Untergruppen lassen sich nach Adjunction eines gewöhnlichen Doppel- 
punktes in Gruppen von Collineationen oder orthanallagmatische Grup- 
pen transponiren. 

Beweis M, wird bei Anwendung eines Doppelpunktes trans- 
ponirt mittelst quadratischer Transformationen in eine Gruppe homo- 
graphischer Substitutionen, M, bei Anwendung von zwei Doppelpunkten 
durch cubische Transpositionen in eine Gruppe von Collineationen, M, 
bei Anwendung eines einzigen Doppelpunktes durch d’ A, A, A,A, M, 
durch dieselbe Transposition in eine orthanallagmatische Gruppe. Denn 
durch M, verwandelt sich das Büschel d’A,...A, in ein Geraden- 
büschel durch A}, die transponirte Gruppe wird das Geradenbüschel 
durch A; zum anallagmatischen haben. M,, M,, M, erlauben eine 
solche Transposition nicht. Durch Combination von XX, XXI und XXI: 

Theorem XXIII. Jede endliche Gruppe von Characteristiken 
ist äquivalent einem der folgenden Typen: 

1. einer endlichen Gruppe von Collineationen (Buchstabenver- 
tauschungen), 

2. einer endlichen Gruppe Jonquieresscher Transformationen mit (ab) 

3. einer äqwimultiplen Gruppe mit 6, 7, 8 Punkten. 

Theorem XXIV. Die allgemeinsten Typen, welchen die Grup- 
pen von Üharacteristiken der Ebene äquivalent sind, werden in fol- 
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gender Art erhalten. Man fügt zu einer der Gruppen XXIII oder zu 
einer ihrer Untergruppen eine willkürliche Zahl N von gewöhnlichen 
Punkten und constituirt unter diesen eine Gruppe von N’ Permuta- 
tionen, welche isomorph mit oder ohne Meriedrie zur vorgelegten 
Gruppe ist und verbindet jede Characteristik dieser mit den entspre- 
chenden Permutationen der Gruppe M, und man erhält so eine An- 
zahl oN’ Substitutionen unter den 6-+ N Punkten. 

Beweis. Die so erhaltenen Gruppen sind nicht reductibel auf 
elementare Gruppen (ohne einfache Cyclen), noch unter einander. Denn 
die invarianten Complexe müssten dieselben sein für zwei solche äqui- 
valente Gruppen, was unmöglich ist, da die Complexe sind 


Ede u A Wo rende 


$ 3. Die Invarianten der endlichen Gruppen von Characteristiken. 


Theorem XXV. Es gibt nur eine endliche Zahl von Singula- 
ritätencomplexen mit p = (0, w willkürlich, wenn die Zahl der Singu- 
laritäten nicht die Zahl 8 überschreitet. 

Beweis. Für vu = 2 habe ich es I. c. bewiesen, indem ich die 
homaloidalen Netze aufzählte, für « = 0 ist es eine Consequenz hie- 
von, weil ja jedem « = 26 ÜComplexe « = (0 gehören. und umge- 
kehrt. Für « = 1 beweist man es durch die Transposition der 6 
Punkte und indem man von dem Lemma Gebrauch macht, dass die 
Femme mn = 1 y=19%,= ...Y, = 0 immer möglich 
ist ohne fremde Punkte in der Basis. Für n > 2 weiss man, dass 
eine Anzahl Typen existirt, welche Herr G. Jung ausdrücklich aufge- 
schrieben hat’). Die Reduction auf die Typen bedient sich nur der 
Basispunkte und da die Transpositionen, welche über den 6 < 9 Punk- 
ten combinirt werden können, in endlicher Zahl sind, kann die Zahl 
der nicht typischen 92 = 0, « nicht unendlich sein. 


Theorem XXVI. Für jede Zahl < 9 von Singularitäten ist 
die Anzahl der Complexe mit p, « von bestimmten Werthen eine 
endliche’?). 


1) G. Jung, Annali di Matematica XVI in »Ricerche sui sistemi lineari di. 
curve algebriche.« | 
2)2 = 1,u = 2:80, (1111111) +28C, (22111111) + 56 C, (22222111) + 
56 0, (32222221) 56 0, (33322222) + 28 C, (33333322) + 8C, (43333333) — 240 
2=1, u=3: 280, (111111) + 168 C, (22111111) + 168 O, (2222211) + 
168 C, (32211111) + 560 0, (33222111) + 56 C, (8222222) -+ 420 C, (33332211) + 
336 C, (43222221) -+ 840 0, (43333221) -F 168 C, (44333331) + 168 C,, (444444322) 
+ 840 C,, (54433332) -+ 336 C,, (54444432) + 420 C,, (55443333) + 56 Q,, (84 


en el 


1. Beweis. Man beweist es ebenso durch die Typen von Jung, 
weil auch für auch grosse 9, « ihre Anzahl endlich ist. 

2. Beweis. Es ist sicher, dass in der Reihe der successiven ad- 
jungirten Complexe an einem bestimmten Punkte die Zahl » abzu- 
nehmen beginnt und es müsste also für willkürliches « eine unend- 
liche Zahl von Complexen mit kleinerem als dem vorgelegten p exi- 
stiren und man setzt bis zu einem » fort, für welches man schon die 
Begrenztheit der Anzahl der Complexe bewiesen hat. 

3. Beweis. Jeder Complex kann zusammengesetzt werden durch 
die Addition von Complexen mit niederen Ordnungen und einem », 
das nicht höher als sein eigenes p ist. Indem man so fortfährt, kann 
man sogar bis zu Complexen mit 9» = 0 kommen und kann aufstellen : 

Lemma IV. Jeder Complex p, u kann zusammengesetzt werden 
durch Addition von Complexen p = 0,u=(. 

4. Beweis. Für jedes » existirt eine untere Grenze von % und 
diese Grenze wächst beständig mit 2. 

Um einen anderen Beweis dieses Theoremes zu geben, will ich 
ein anderes Theorem einschalten. 


Theorem XXVIIl Wenn ein Singularitätencomplex von 6 


Punkten, 3%, %, ...%,, die Zahlen », « besitzt, so hat der Complex 
N—-n,5s—Y, +... 8S—Y,, Wo 


NN 
9-6 9—6 


dieselben Zahlen p», w. 
Beweis. Wenn man in 
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statt n, Y,...%Y, einsetzt N—n, 37%: wird man für die Differenz 


dieser beiden Ausdrücke erhalten 


en (n—p-+]1) 


444446) + 560 C), (55544433) + 168 Cs (65555443) + 168 O,, (05555544) 428 Ci, 
BE — 5824 

p=2%,u= 4:80, (21111111) + 700, (22221111) 4168 C, (32222211) + 
80, (42222222) + 280 C, (33322211) + 280 C, (22223334) + 56 C, (33333321) + 
520 C, (44333322) + 56 C,, (33333345) + 280 C,, (44443332) + 280 C,, (44448335) 


+ 80,, (44444442) + 168 C,, (55444448) + 70 C,, (55554444) + 8 C,, (65555554) 
— 2160. 


er 


und damit dies gleich sei n _p 2 mus N— el sein. 
Dies in die Summe von 1) eingeführt, gibt 
! | 
9-0 -2 I @-p+l)+n +?—-]) 


und damit dies gleich n+p—1 sei, muss in der That nur derselben 
Bedingung genügt werden. 

Allgemeiner: Wenn ein Complex %, y,...%, die Zahlen p, u hat 
und die zwei Zahlen N’, s’ die Relationen 


N’—2Nn+2s 2y = 08’ 
| 3N—-os =2(n-p+]) 
befriedigen, so wird 

Non, s—-y,..$9—-Y 


dieselben Zahlen 9, % besitzen. 
Es ist nun eine Folge der obigen Eigenschaft (XX VII) dass die 
Zahlen der Complexe mit vorgelegten 9, u eine Art von Periodieität 


aufweisen wenigstens für 6 = 6, 7, 8 wo man die Werte erhält 
N= 2(n—p+]1), a... 


N=3(n-p+]l, s=n-p+l; 
N=6hm-p+l, s=2(m-p+l. 


Denn die Anzahl der möglichen Complexe hängt nur von Vertheilung 
der Vielfachheiten in gleich vielfache Grüppchen her und diese ist für 
zwei solche complementäre Complexe dieselbe. 


Theorem XXVIIL Alle Characteristiken von M,, M,, M, 
vertauschen die Complex pp = 0,u=0odep=(,u=|1, all 
gemein p, «, unter einander. 

Beweis mittelst der Invarianz der Formen #,, 


Theorem XXIX. Die Gruppe, welche durch M, unter den 
Complexen » = 0, w = 0 oder v = 1, oder u = 2 hervorgerufen 
wird, ist einfach transitif. 

Beweis. Denn man kann eine COharacteristik schreiben, welche 
einen Punkt a, in einen willkürlichen Complex von z/, (Gesammtheit 
der Complexe 0,0) verwandelt und um einen Complex «, in einen 
anderen «, zu verwandeln, wird man eine Characteristik $ aufstellen 
mit a, ine, und $, mit«a, in«,; ‘88; wird «, in a, übertragen. 
Aber die Form 7’, -hat- nicht denselben Werth für alle möglichen 


Be 


Complexpaare von z7,, daher kann die Gruppe nicht zweifach transitif 
sein. Ebenso für v = 1, 2. 


Theorem XXIX. Damit eine Permutation unter den Com- 
plexen » = 0, u = 0 eine von den durch eine Characteristik von M, 
hervorgerufenen sei, ist nothwendig und hinreichend, dass der Werth 
von F', für zwei beliebige dieser Complexe gleich dem Werthe von 
F,, für die zwei Complexe sei, welche durch die Permutation zu Nach- 
folgern gemacht wurden. 

Beweis. Ist die Bedingung befriedigt, so entsprechen zwei Punk- 
ten a,, a, zwei Complexe von 2%,, welche /, den Werth 0 geben und 
die so resultirenden Oomplexe geben einer birationalen Matrix statt, 
welche dann die ganze Permutation unter 2), bestimmt. 


Theorem XXX. Man kann auf unendlich viele Arten +1 
Complexe finden, welche die Eigenschaft besitzen, dass jeder Complex 
eindeutig bestimmt ist durch die 6 Werthe @°,, welche er mit jenen 
der Form F, gibt. iD 

Beweis. Diese Complexe geben 6 Gleichungen 


(© OR 0) 


MN — Y,Yı ee.  YYs 


zu ( 

— 9 

durch welche man die Zahlen m, Y, ...y, bestimmen kann. Die Com- 
plexe werden verschiedene 9, « haben können und alles kommt darauf 
an, die 6 Complexe so zu bestimmen, dass die Determinante 


n® y” Be y" 

(2) (2): (2) 

N I Rh a: 
not? Yen N yrn 


gleich +1 oder —1 ist. 


Corollar. Die «+1 Complexe haben die ersichtliche Eigen- 
schaft, dass kein Punkt a, existirt, welcher dieselbe Vielfachheit in 
allen 6 +1 Complexen habe wie ein zweiter Punkt a, ‘Denn sonst 
würde die Determinante Z den Wert 0 haben. 

Theorem XXXIlI Die 6 Punkte a,...a, sind ein o-System, 
welches der Bedingung XXX genügt unter Hinzunahme von n = 3, 
zen eh 

Die .Complexe sind 


Dt (, .. vo 
N) 


n,=!0, 0, 0,55 oe 
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Der (6 + 1) liefert die Ordnung des vorgelegten Complexes und die o 
Complexe liefern die Vielfachheiten %, ... %,- 

Es ist auch hervorzuheben, dass durch die Vielfachheiten %, ...%, 
und durch p,« die Ordnung m eindeutig bestimmt ist. 6 Complexe, 
welche mittn = 3, y =...= y, 2 der Bedingung XXX ge- 
nügen, können ein bestimmendes o-System heissen. Unter diesen 6- 
Systemen sind jene zu bemerken, wo alle 6 Complexe » = 0, u = 0 
haben und wo diese 6 Complexe wechselseitig /'\, = 0 machen. Ich 
nenne sie die fundamentalen 6-Systeme. Der Begriff der Characteristik 
sagt: | 

Theorem XXXIII Für zwei fundamentale 6-Systeme existirt 
immer eine und nur eine Characteristik, welche das erste 6-System in 
das zweite transformirt und hiebei noch eine gewisse Ordnung der 
Complexe bewahrt. Die Gruppe unter den 6-Systemen mitp = u 
—= ( ist einfach transitif. 


Theorem XXXIV. Unsere Art, die birationalen Characteri- 
stiken zu definiren, ist also nichts anderes als unter den 6-Systemen 
eines auszuzeichnen und die anderen 6-Systeme durch die Werthe von 
F,, zu definiren, welche ihnen bezüglich jenes ausgezeichneten ent- 
sprechen. 

Beweis. Dies folgt aus der Definition, wenn das 6-System das 
aus XXXII ist und man beweist es für jedes andere, indem man durch 
zwei Paare von 6-Systemen zusammensetzt, welche eines aus XXXII 
gemeinsam haben. 


Theorem XXXV. Zwei Üharacteristiken von M, sind äquiva- 
lent, wenn die entsprechenden Permutationen unter 2), oder 2), oder 
2%, ähnlich sind. 

1. Beweis. Die Gruppe enthält keine anderen Substitutionen als 
jene, welche das 6-System a,...a, in ein anderes 6-System transfor- 
miren und zwei ähnliche Substitutionen sind in einander transformirt 
durch eine Substitution der Gruppe. Aber diese Substitution ist das 
Bild oder die Wirkung einer Characteristik und daher überträgt diese 
Characteristik die eine der zwei gegebenen in die andere. 

2. Beweis. Man beweist es zuerst für die involutorischen Cha- 
racteristiken ') und dann für die Collineationen unter den Punkten 
Gd,...a, und jede Uharacteristik kann zusammengesetzt werden durch 


eine involutorische Characteristik und eine Oollineation. Ebenso: 
Theorem XXXVI. Zwei Gruppen von Characteristiken, Unter- 


1) Der Beweis für diese würde mehr Raum beanspruchen, als ihm in dieser 
Arbeit zugewiesen werden kann. 
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gruppen von M,, sind äquivalent durch birationale Transposition, wenn 
die entsprechenden Untergruppen unter 2,, oder z,, oder 2), ähnlich 
sind. 

Und weil man jedes fundamentale o-System in ein anderes durch 
eine birationale Characteristik übertragen kann, schliesst man: 


Theorem XXXVII TIn einer M,-Substitution unter den 
Complexen 2), haben die 6-Systeme ihre 6 Complexe in 0— A Cyclen 
gewisser Indices derart, dass diese 6 — 4 Indices dieselben sind für 
alle Systeme. 

Und man kann XXXIV wie folgt vervollständigen: 


Theorem XXX VIII. Unser Problem, die Olassen (oder Typen) 
nicht äquivalenter Characteristiken über 6 Punkten zu finden, ist iden- 
tisch mit jenem, die nicht gleichberechtigten Substitutionen unter der 


Substitutionengruppe der 2), zu finden '). 


Theorem XXXIX. Für jede Zahl 6 >83 ist die Zahl der 
Complexe p, w unendlich. 


Beweis. L.c. ist bewiesen, dass es unendlich viele Characteristiken 
gibt und ein Complex p, « wird durch diese in einen Complex », « 
mit denselben Punkten verwandelt und da die Zahl der Characteristiken, 
welche ihn in sich verwandeln, endlich ist (s. 1. c. IV $6) ausgenom- 
men, y = Wr =iy,— 17780 ist dasıThaorem Wahr 


Theorem XL. Die Paare von Complexen p, « mit einem ge- 
wissen Werthe von F", bilden eine Resolvente der Gruppe M, ebenso 
wie die Tripel mit einer bestimmten Vertheilung der Werthe von FF, 
über die drei Complexe mit vorgeschriebenen p», u. 

Eine andere Resolvente ist gebildet durch die Paare oder die 
l-tupel von Complexen, welche eine Summe 3s, s...s bilden, da die 
Summe mehrerer Complexe in die Summe der Transformirten dieser 
Complexe transformirt ist. 


5. Wie wir sahen, dass die 6-Systeme » = 0, u = 0, welche 
die Eigenschaft besitzen, zu zweien F,, = 0 zu machen, Wichtigkeit 


haben für die birationalen Transformationen, so ist es möglich, dass 


N Werthe von 


F', gleich c haben, eine geometrische Deutung gestatten werden. 


die 6-Systeme mit gegebenen 92, « und welche alle | 


1) Wegen dieses Problemes der nicht gleichberechtigten Substitutionen vgl. 
man die Untersuchungen von Herrn Walther Dyck (»Gruppentheoretische Studien«s 
Math. Ann. XXI). 


a ey 


$ 4. Untersuchung der Gruppen M,, M,, M,, M, 
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1. Die Gruppe M,. Seien a,,a, die zwei festen Hauptpunkte. 
Nimmt man eine willkürliche Zahl von Punkten AY, AP, ... A%” und 
unterscheidet willkürlich zwei derselben A,, A, als die übrigen Haupt- 
punkte, so kann man voraussetzen, dass alle Einschaltungen zwischen 
diesen zwei Punkten zu den Punkten A$’ gehören. Die anderen 
Punkte A®,.. A” seien homographisch unter einander verbunden. 
Man kann sogar alle möglichen Paare von Punkten A fortsetzen und 
alle denkbaren Permutationen unter den Punkten A,’... A,’ als Ver- 
kettungen. Um die Natur der Zusammensetzung dieser Gruppe zu 
verstehen, muss man sich denken, dass jede Verkettung A}”... Ay’ durch 
die Gerade a,a, zu einem Cyclus derart vervollständigt ist, dass man 
an Stelle von birationalen Substitutionen (mit m». = 2) unter v Ble- 
‚menten überall homographische Substitutionen unter v + 2 Dingen hat. 
In der That liefert die Transposition mittelst (da,«a,)’ eine Gruppe von 
Collineationen unter den Punkten dA”... A”. Umgekehrt: 


Theorem XLI. Wenn man eine ganz willkürliche Gruppe von 
Permutationen unter » Elementen hat, kann man ein beliebiges der 
n Elemente absondern, indem man ihm die Bedeutung der Geraden 
a,a, zuschreibt. Dann wird man das Muster für die Zusammensetzung 
einer Gruppe M,:(a,b,), (a,5,) haben. Die Gruppen (a, b,), (a, b,) 
leiten sich daraus her durch Adjunction des Paares (a, b,), (a,b,) zu 
einer Untergruppe der en Gruppe M,, welche auch M, 
selbst sein kann. 


Corollar. Die einzigen invarianten Complexe der Totalgruppe 
sind n, Ss, 5 n —28...n — 28. 

2. Die Gruppe M,. Der primäre Typus enthält nur die Cha- 
racteristiken (a, a,), a, a), (q, Q,); a, a,), (q, a), (@, a,); (a, a;), (q, a,), 
(4; 4,); (a, 4,), (a, 4), (a, Q,); (a, 0), (q, Q,), (q, a,); (a, 4), (q, a), (a, 0); 
und die Collineationen a, in a,, a, in «a,, a, in a,, a, in a, a, in a, 
Ba ma,wına,a, na, a in d,a ina,,'a, in; 
BER eoıın co, Gamoc, nQ,,d, 100,0, 100, 

Theorem XLII. Die Gruppe M, hat die Basis (a, a,) (a, a,) 
Beenrno, 0 ma eRand.,.Q, ıina,, a, in a,,a,in d. 

3. Die Gruppe M,. Die Characteristiken aus l.c. II $ 26 
m=1,824m=2,816m=1,2,$31 L IL, jene von M, 
und die 24 Collineationen unter den 4 Punkten geben die 120 Cha- 
racteristiken der Gruppe M.. 


Theorem XLIIIl Die Gruppe M, ist holoedrisch isomorph 


mit der Grupye der 120 Substitutionen unter 5 Buchstaben. 
NE 


== 


1. Beweis. Ich wende die Methode des $ 2 an und zerlege jede 
Characteristik in eine involutorische Characteristik und in eine Colli- 
neation. So erhält man alle Characteristiken, indem man successive 
zusammensetzt J, = 1 | J, = (a,a,) (a,a,)(a,a,), a, in a, ie 
(a,a,)(a,a,)(a,a,), a, ina, | J, = (a,a,), (a,a,), (a,a,), a, in di; 1J, 
= (a,a,), (a,Q,), (a,a,), a, in a, mit der Gruppe H, der Collineationen 
S unter den 4 Punkten zusammensetzt. Die so construirte Gruppe 
kann man mit der Permutationsgruppe wie folgt isomorph machen: 
S entspricht derselben Permutation unter 1, 2, 3, 4 und J, entspricht 
III; M)E)HLH; (MY) (85); (1) @)E)(45) bezw, J,8 
der Substitution, welche entsteht, indem in den Cyclen mit © nach i 
die Ziffer 5 gesetzt und auf diese Art ein Cyclus der Substitution 
S erweitert wird. Z.B. (a, «,) (a,a,) (a,«a,), a, ina, ist J,-(a,a,a,a,); 
(a,4,) (a,a,) (a,a,), a, in a, ist J,-(a,a,a,) (a,) und die Zusammen- 
setzung der zwei: (a,a,)(a,a,)(a,a,), a, in a, ist J,-(a,a,)(a,a,). Die 
Permutationen (1 2345) und (1245) (3) geben (14) (235), was das 
Symbol der Substitution ist, welche gemäss unserer Regel der 
J,-(a,a,) (a,a,) entspricht. 

2. Beweis. Die quadratischen Characteristiken besitzen keine an- 
deren Fundamentalcurven als die Geraden des Viereckes a, a,a,q,. 
Man kann also sagen, dass M, die Punkte «,, a,, a,, a, und die Seiten 
a,a, des Viereckes unter einander transformiren muss. Und die Be- 
dingung existirt, dass die Incidenzen ‚unter diesen 10 erhalten bleiben. 
Man denke sich nun ein Vierseit, welches in das Viereck a,a,a,a, 
eingeschrieben sei. . Man wird die Configuration (3, 3),, von D6sargnes 
erhalten und wenn man jede Gerade des Vierseites durch die Punkte 
bezeichnet, welche sie enthält, wird jede Characteristik eine Substitution 
unter den Punkten der (3, 3),, hervorrufen, welche die Configuration 
(3, 3), ungeändert lässt. Aber (3,3),, ist der Schnitt der Ebene mit 
den Geraden und den Ebenen eines vollständigen Fünfecks des Rau- 
mes und wie bekannt ist die Gruppe von (3,3),, identisch mit der 
Gruppe M,. 

3. Beweis. Die Characteristiken der Gruppe vertauschen die Netze 
der Geraden der Ebene und der Kegelschnitte durch a,a,a,, qa,a,4,, 
a,4,0,, d,A,@a, resp. und durch eine Substitution unter diesen 5 Netzen 
ist die Characteristik bestimmt. Denn durch den Vorgänger und den 
Nachfolger des ersten Netzes sind die zwei Fundamentalsysteme be- 
kannt und durch die anderen Folgen die Verkettungen oder die Di- 
rectrixsubstitution der Characteristik. 

4. Beweis. Man fügt zu den vier Punkten a,a,a,a, einen Punkt 
d, den man als doppelt für alle Characteristiken supponirt und wendet 
nachher die Transposition d’a,a,a,a, an. Man wird eine Gruppe von 


EL FR 


Vertauschungen unter den Punkten da,a,a,a, erhalten. Die Gruppe 
H ist in die Gruppe unter a,a,a,a, transformirt. Die Substitutionen 
J, sind transponirt ina,indina,a,ina,a,ina,,a, in a, 

Theorem XLIV. Alle Untergruppen von M,, welche dieselbe 
Ordnung »...p, haben, wo 9,,...p, relativ prim sind, sind äquivalent 
durch cubische Transposition. 

Denn zwei solche Untergruppen sind äquivalent zwei Untergruppen 
der symmetrischen Gruppe in 5 Buchstaben und zwei Untergruppen 
dieser letzteren Gruppe, welche dieselbe Ordnung haben, sind äquiva- 
lent durch Vertauschung. 

4. Die Gruppe M, Theorem XLV. Es existirt eine iso- 
morphe Gruppe von Transformationen de Jonquiöres mit 7 Punkten, 

Beweis. Durch die Uebertragung mit d’a,a,a,a,.. Die Gruppe 
M, für a,a,a,a, wird in die Gruppe von Vertauschungen unter 
@,a,a,a, und die Characteristiken a,a,, a,a,, a,a, in dd’, aa, :; 


die Characteristiken (a,«a,) (a,a,),... in d’d”, a,a, a,a,,... die Charac- 
teristiken (a,a,), (a,a,), ... in d’d’, a,a,, a,a,,..., kurz die neue 
Gruppe hat dieselben Directrixsubstitutionen als die ursprüngliche 
Gruppe. 


Die Gruppe enthält die 120 Vertauschungen, dann die 120.10 
quadratischen Substitutionen und die 120.5 cubischen Substitutionen, 
zusammen 1920 Characteristiken. 


Theorem XLVI Die Gruppe ist holoedrisch isomorph einer 
Untergruppe der Gruppe, welche die Configuration 16, von Kummer 
ungeändert lässt. 

Beweis. Die Fundamental-Punkte und Linien sind durch die 5 
Punkte a,...a,, durch (a,...«a,)’” und die 6 Geraden «a a, gebildet und 
die Characteristiken von M, müssen alle diese Curven unter einander 
permutiren. Man kann sie in die folgenden Sextupel gruppiren: a,,...qa, 
aan. sa Naar) Wir), a; 0, , aja,,"0, a,,-d,d, und_die 
analogen, was die 16 Sextupel unter den 16 Elementen gemäss den 
16, gibt. Die Characteristiken von M, transponiren die 16 Sextupel 
unter einander. 


Theorem XLVII. Die Gruppe M, ist auch isomorph der 
Gruppe der Substitutionen, welche die Geraden einer F, mit Doppel- 
kegelschnitt ungeändert lässt oder der Gruppe, welche die 16 Geraden 
einer F', unter einander vertauscht, welche eine der 27 Geraden nicht 
treffen. 

Denn F', nimmt den Werth 1 für alle Complexe » = (0, u = 0 


in Bezug auf den Complex 3,1,1,1,1,1 an und wird für zwei Com- 
plexe p = 0, u = 0 entweder OÖ oder 1. 


Be De 


Corollar. Wenn man von den 27 Geraden der cubischen 
Fläche eine Gerade mit allen jenen absondert, welche sie schneiden 
und man bildet unter den anderen 16 Geraden die Sextupel durch 
eine Gerade mit den 5 sie treffenden erhält man 16 Sextupel, welche 
mit Bezug auf die 16 Geraden dieselbe Vertheilung haben wie die 
16 ebenen Sextupel der 16, mit Bezug auf die 16 Doppelpunkte. 


$ 5. Die Subtotalgruppen MM, und einige Untergruppen. 


Theorem XLVIII. Die Subtotalgruppen liefern durch die li- 
nearen Substitutionen 1), welche sie ausdrücken, unzerlegbare!) Grup- 
pen im linearen Raume In —y,— ...—- 9, =. 

Beweis. Es genügt zu beweisen, dass kein vtupel von R,_, exi- 
stirt, das durch die Substitutionen in sich transformirt werde, © = 6. 
Indem man mit M, beginnt, ist es leicht zu beweisen für die Sub- 
stitutionen 


n= aR— MY Un N = ZU MS Yicd, n' — 2N-Y- hd, 


l I 3 —— 
y,= Yo Hs N Pi WTY; Be —Y—Y 
‚ Re TER 
Yy,7=N-Y, —Y3 ae Be Aue. zu 43 Ye —Y; 
= n-y-) yan-y—y Ye 


dass damit ein AR, in dieselben zwei anderen transformirt werde, in- 
dem seine Gleichung 


i=3 


on + DD e,y in ße +a+e,+ta)n+(-0—- ,—0)Yy,t-.., 
| 


verwandelt wird, sein müsste @&, = «, = o, (und damitt@2a+a,+e, 
+3)n = en, sogar a+3«e, = 0) Die Ebene an ta, Zy, wird 
also involutorisch verwandelt in 2a +3«a)n—(e+2«)2&y. Aber 
M, enthält 4 M,, und man hat also 4 solche R,, welche nur dieselben 
sein können, wenn a, = —a—2«, oder@«a = —3«. Man erhält 
also 4 verschiedene R,, welche jedoch nicht unter einander transformirt 
werden durch die Substitutionen noch durch ihre Zusammensetzungen. 

Theorem XLIX. Die Anzahlen der Characteristiken von M,, 
M,, M,; sind 6! 72:—= 9.7 — 51840), 71: 72.8 917 872902027 
8! 918 = 40320 :2903040. 


1) Unzerlegbar nennt Herr Jordan eine Gruppe von linearen Substitutionen 
im R,, welche nicht gestattet, dass durch lineare Transposition ihre Variabeln 
in nicht übergreifende Abtheilungen zerfällt werden. Man kenut bisher im R, 
sehr wenige unzerlegbare Gruppen von Collineationen. Herr Jordan ist in seiner 
Preisschrift nicht bis zu einer vollständigen Aufzählung durchgedrungen. 


Beweis Für 6 = 6. Die quadratischen Characteristiken (a«'), 


(Wb’), (ce) sind (2): die cubischen (ud), (w,b,) sind 6-5, die biquadra- 


tischen sind „), eine einzige (), und jede ist zusammenzusetzen mit 


den 6! Vertauschungen (Collineationen), also 72:6! Ebenso für 6 
= 1,8. 


Theorem L. Die durch die Characteristiken von M, gebildeten 
Untergruppen, welche mit einer typischen Characteristik 7’ oder mit 
einer Vertauschung der Punkte vertauschbar sind, sind typisch. 

Sie sind nicht unter einander äguivalent, weil die 7’ nicht äqui 
valent sind und sie sind immer äquivalent mit Gruppen derselben 
Definition. 


Theorem LI. Die Untergruppen, welche eine Characteristik 7 
in irgend eine Potenz 7” vom selben Index transformiren, sind typisch. 

Die Gruppen von Z, welche zu 7 und 7” gehören, sind identisch. 
Wenn es also mehrere verschiedene 7 gibt, welche zum selben 7" 
führen, werden mehrere mit einer selben Gruppe vertauschbare Charac- 
teristiken, also schliesslich zwei vertauschbare Untergruppen vorhanden 
sein ). 

Theorem LII. Die Untergruppen , welche durch Zusammen- 
setzung von zwei Untergruppen entstehen, von welchen eine 6—4 
Punkte in Characteristik, die anderen in Vertauschung, die zweite 
jene 6—A Punkte in Vertauschung und die A Punkte in Characteri- 
stik hat, sind nicht typisch. 

Denn A kann nicht grösser als 5 sein und man kann also einen 
als invariant vorausgesetzten Punkt d der einen Gruppe hinzufügen 
und durch cubische Transposition wird man auf eine Gruppe von Ver- 
tauschungen oder eine Gruppe von Transformationen de Jonquiöres’s 
reduciren. 


Theorem LIII Die Gruppe M, kann zusammengesetzt werden 
durch zwei Vertauschungen und durch eine quadratische Characteristik 
(aa'), (bV'), (cc) zusammen mit 6— 3 variabeln Punkten. 

Beweis. Die Untergruppe /7, der Vertauschungen hat eine Basis 
von zwei Substitutionen. ‘Jede involutorische Characteristik kann auf 
ihren Typus durch Transpositionen zurückgeführt werden der Form 
(aa’), (bb’), (ce’), wozu es genügt, die Fundamentalpunkte derart zu ver- 


1) Allgemeiner als LI ist: Die Untergruppen gebildet von den S, welche die 
Eigenschaft haben, 5*7S = T, zu machen, wo T, T}, .... 7, die Glieder einer 
typischen Untergruppe sind und wo %k constant ist, sind ‚selbst typisch. 


a a 


legen. Die typischen Characteristiken ®,, 2, können durch involu- 
torische Q? zusammengesetzt werden. Endlich ist jede geschlossene 
Characteristik zusammensetzbar durch eine involutorische Characteristik 
und eine Vertauschung (Collineation). 


Theorem LIV. Die durch eine transitive Untergruppe von H, 
und eine quadratische involutorische Characteristik entstehende Unter- 
gruppe von M,„ ist typisch und unabhängig von der Lage der drei 
Fundamentalpunkte. 

Wenn man für alle Characteristiken einer Untergruppe von M, 
die adjungirten Collineationen bildet, werden diese eine neue Gruppe 
K bilden, welche mit den involutorischen Characteristiken der Unter- 
gruppe eine neue Gruppe liefert, welche die gegebene Gruppe enthält. 
Im Allgemeinen ist die so erhaltene Gruppe grösser und enthält alle 
Characteristiken, weil sie alle involutorischen Characteristiken und ihre 
adjungirten Collineationen enthält. Man wird die Untergruppen unter- 
scheiden können, je nachdem die adjungirten Collineationen die Total- 
gruppe oder eine ihrer Untergruppen geben. 


Theorem LV. Die Gruppe von Characteristiken, welche durch 
Zusammensetzung einer involutorischen Characterissik mit einer (in- 
transitiven) Gruppe von Vertauschungen (Homographien) entsteht, welche 
die gleich vielfachen Aggregate!) in sich transformirt, ist eine end- 
liche Gruppe auch für 6 > 8. 

Die einzigen Untergruppen dieser Art, welche nicht auf Gruppen 
von Vertauschungen oder auf Gruppen von Jonquiöres reducirbar sind, 
sind die aus (222222), (3333333)', (66666666)'” entstehenden Gruppen. 


Theorem LVI. Lässt man für alle Fundamentalsysteme, welche 
eine gleiche Vertheilung der Zahlen «, besitzen, die «,tupel zusam- 
menfallen, so erhält man eine typische Untergruppe. 

Die zulässigen Vertheilungen sind 1,7; 2,6; 3,5; 1,2,5; 1,8,4; 
1156:141: 172,45 2035 ao a8) | 

Theorem LVII. Die Characteristiken von M,, in welchen be- 
stimmte A der Punkte conjugirte Paare Fundamentalpunkte mit ihren 
Verkettungen tragen, bilden eine Untergruppe. 

Beweis. Durch die Zusammensetzung kann es nie geschehen, 
dass der mit einem der A Punkte conjugirte Fundamentalpunkt in die 
übrigen o—A Punkte springe. Wenn in. einer Characteristik zwei 
conjugirte Punkte verkettet sind, so sind die eingeschalteten Punkte 
unter einander conjugirt in den Wiederholungscharacteristiken ?). 


1) Cf. Clebsch, Math. Ann. IV. 
2) Diese Untergruppen sind unmittelbar anwendbar auf die quadratischen 


Diese Untergruppen von M, sind nicht äquimultipel. Ihre Di- 
rectrixsubstitutionen sind intransitiv und es gibt wenigstens zwei Sy- 
steme der Intransitivität. 


$ 6. Die orthanallagmatischen Gruppen von Characteristiken. 


1. Theorem LVIII. Wenn mehrere Jonquiöres’sche Charac- 
teristiken einen gemeinsamen Punkt (ab) besitzen und durch die Trans- 
formation der Characteristikpunkte eine endliche Anzahl neuer Punkte 
hervorbringen,, so liefern sie durch Zusammensetzung eine 'endliche 
Gruppe. 

Beweis. Jede durch Zusammensetzung entstandene Characteristik 
kann nur solche liefern, wo die Verkettungen die Fundamentalpunkte 
der gegebenen Characteristiken oder deren Transformirte sind. 


Theorem LIX. Für jede Gesammtzahl N von Punkten existirt 
eine endliche Gruppe von Characteristiken mit (ab), deren Fundamen- 
talpunkte unter diesen Punkten sind. 

Man erhält sie durch Vertheilung der Fundamentalsysteme mit 
2,4,6,8...2(r—1) = N Punkten in allen möglichen Arten auf diese 
Punkte und durch Erweiterung derselben auf alle mögliche Arten zu 
Characteristiken unter diesen N Punkten. 


Theorem LX. Alle Characteristiken (ab) (a,b) = 1... 2u), 
wo u alle Werthe 1,2,...2(n—1) = N durchlaufen kann, bilden eine 
Gruppe von involutorischen Characteristiken über den N gegebenen 
Punkten. 

Denn (ab), (a,b,), :.. (a,.b,) und (ab), (a,d,),...(a,,d,,), WO a. 
= 2Ww 1... respeective. coincidiren mit a,...a,) geben die 
Characteristik (ab), (@,d,), --- (Eu Bun). 


Theorem LXI. Jede Characteristik kann zusammengesetzt ge- 
dacht werden aus einer involutorischen Characteristik mit identischer 
Directrixsubstitution und aus einer homographischen Substitution (Buch- 
stabenvertauschung). Wenn man zwei beliebige J, 4 und J,,H' zu- 
sammensetzt, erhält man eine Characteristik, für welche Z/” gleich ist 
H-.H. 

Die Directrixsubstitution ist abgeleitet aus der Characteristik, in- 
dem man die Unterscheidung unter den Verkettungen «a, in ab, und 
b, in b, weglässt, d.h. die zweiten behält und für die ersten a, in ab: 
ersetzt. | 


Transformationen in R,, indem man für die A Punkte die Punkte 5’, $ und für 
die o-A Punkte die @, H, @', H’ (und ihre Analoga in den höheren Transfor- 
mationen) nimmt. Cf. Rendiconti Ist. Lombardo 31. Mai 1894, 


= 6. 


Theorem LXII. Wenn 8, 8,,...S, eine Gruppe mit (ad) 
bilden, so bilden die Directrixcollineationen H,...H, ebenfalls eine 
endliche Gruppe. 


Denn das Product 7, FR, ist die Directrixcollineation von $, $,. 


Theorem LXIII. Die Wiederholungen einer Characteristik 
können nur Collineationen enthalten, welche die 24. Wiederholungen 
der Directrixcollineation für die gegebene Characteristik sind und diese 
nur, wenn ihr Index ungerade ist. 


Die Wiederholung 7’ kann nur für gerades 2 collinear werden 
und ist dann ihre eigne Directrixcollineation. 


Theorem LXIV. Die Totalgruppe von Characteristiken, welche 
eine gegebene Gruppe von Directrixcollineationen liefern, erhält man 
auf folgende Art: Man disponirt über jede Collineation alle quadra- 
tischen, cubischen, biquadratischen, ... . Fundamentalsysteme und setzt 
sie mit der Collineation zu einer Characteristik zusammen. 


Beweis. Zwei beliebige dieser Characteristiken werden eine Cha- 
racteristik liefern, deren Directrixsubstitution in der Gruppe der H ent- 
halten ist und die involutorische Characteristik muss auch aus der 
nach der gegebenen Regel gemachten Vertheilung erfolgen. 


Theorem LXV. Die Anzahl der Characteristiken der Total- 
gruppe, die zu einer gegebenen Directrixcollineation (und ihrer cycli- 
schen Gruppe) gehört, ist 2°”, wo N die Ordnung von H. 

Denn für jede Substitution 4 ist die Anzahl der quadratischen 
Characteristiken Bi der cubischen Eu 22 und 25.) ig 

2 4 an 

Theorem LXVI. Für gerades N enthält die zur Gruppe HM 
gehörige Totalgruppe eine Untergruppe gesättigter Characteristiken, 
d.h. solcher, wo entweder nur Coincidenzen oder nur Verkettungen 
vorhanden sind. Ihre Anzahl ist 2 N. | 


Denn ein Fundamentalsystem über allen N Punkten gibt mit der 
Collineation F eine Characterisik, deren sämmtliche Wiederholungen 
ebenfalls gesättigt sind und die Zusammensetzung zweier verschiedener 
gesättigter Characteristiken gibt eine Collineation. Die Untergruppen 
dieser Gruppe sind nur die Totalgruppe und eine Gruppe, welche 
nur Characteristiken JH, enthält, wo 7, nicht der Gruppe der zweiten 
Wiederholungen 4, angehört. 


Theorem LXVII. Wenn man eine gesättigte Characteristik 
JH, durch eine der Collineation Z überträgt, erhält man eine gesät- 
tigte Characteristik, welche die Transposition LAL” zur Directrix- 
collineation hat. 


u ee 


Wenn man eine Collineation Z durch eine gesättigte Characte- 
ristik überträgt, erhält man eine gesättigte Characteristik S” LS. 

Wenn man eine gesättigte Characteristik durch eine andere ge- 
. sättigte Characteristik überträgt, erhält man eine gesättigte Characte- 
ristik, welche eine Directrixsubstitution 47" H’H besitzt. 


2. Definition. Ich setze jetzt N Elemente voraus, bezeichne 
jedes mit einem Index, welchen die zwei Werte 0, 1 annehmen kann, 
sodass ich denselben N andere Elemente zuordne, was insgesammt 
a)...ay, und a,...a, gibt. Ich bilde ferner Substitutionen, welche 
die N Elemente a,...a, unter einander vertauschen mit der Freiheit, 
eine Anzahl Folgen darunter zu mischen, welche a; in a,, statt a, 
vertauschen. Ich werde sagen, dass die Folgen a,a, von der ersten 
Art seien und die Folgen a’a, von der zweiten Art. Eine Substitu- 
tion, welche a’ in a) oder a, verwandelt, verwandelt auch a; in «a, 
oder «a. Die zu untersuchenden Gruppen sind also imprimitive mit 
N Systemen der Imprimitivität der Ordnung 2. 

Man kann sich denken, dass zwischen zwei Elementen einer Folge 
2. Art sich ein Punkt befinde «’- a', während für jene 1. Art der Raum 
leer ist. Einer jeden Permutation unter a‘...a‘, gehören 2” Substi- 
tutionen 2. Art an, eine von ihnen ist die gewöhnliche Substitution. 
Die Substitution welche a? in a; in a @=1...N) verwandelt, heisse 
ausgezeichnet '). | 

Man erkennt leicht die Wahrheit der folgenden Theoreme: 


Theorem LXVIII. Wenn man zwei Substitutionen 2. Art zu- 
sammensetzt, ist die Directrixsubstitution der Resultirenden gleich dem 
Producte der Directrixsubstitutionen der Componenten. 

Die Directrixsubstitutionen aller Substitutionen 2. Art einer Gruppe 
bilden wieder eine Gruppe. Die ausgezeichnete Substitution ist ver- 
tauschbar mit jeder Substitution 2. Art. 


Theorem LXIX. Wenn von zwei Substitutionen 2. Art jede 
eine gerade Anzahl von Folgen 2. Art besitzt, besitzt die Zusammen- 
setzung ebenfalls eine gerade Anzahl von Folgen 2. Art. 

Beweis. Sei 1-2 eine Folge von $,. Wenn S, 23 enthält, wird 
die Zusammensetzung 2-3 enthalten; enthalten $S,, S, bezüglich 12 
und 2-3 so enthält 8,8, 1:3. Die Anzahl der Punktirungen in 8, $, 
wäre die Summe jener in S,,8, mit Ausnahme der Fälle, wo diese 


1) Man sieht übrigens, wie diese Theorie, durch welche die Gruppen Jon- 
quieresscher Transformationen mit coincidenten (ab) erledigt werden sollen, einen 
weiteren Ausbau der Characteristikentheorie für die Theta implieirt. Die weiter 
unten zu erwähnende Gruppe der t, ist geradezu, sogar bis auf die zweireihige 
Schreibung, identisch mit der Gruppe der sämmtlichen Characteristiken. 


letzteren aneinanderstossen. In diesem Falle verschwinden zwei aus 
der Summe, eine von 8, und eine von S,, sodass die der Summe zu 
entfernenden Folgen in der Zahl 24 vorhanden sind gn.e.d. So folgt 
nun auch: 


Theorem LXX. In jeder Gruppe von Substitutionen zweiter 
Art bilden diejenigen, welche eine gerade Anzahl von Folgen 2. Art 
enthalten, eine Untergruppe. 

Die Gruppe aller Substitutionen 2. Art für eine gegebene Gruppe 
F von Directrixsubstitutionen heisse die Totalgruppe für 7, und die 
Gruppe aller mit gerader Anzahl von Folgen 2. Art heisse die Sub- 
totalgruppe für H. 


3. Theorem LXXI. Die Substitutionen 4, = (1) )... (N), 
t, = ())...(N) ...t% = (1)... (N) bilden eine Gruppe, welche 
mit der Gruppe ZH die Totalgruppe für 4 constituirt?). 

Beweis. Durch die £, kann jede Substitution mit einer beliebigen 
Zahl von Folgen («) zusammengesetzt werden und jede Substitution 
der Totalgruppe ist durch eine solche Substitution und eine Substitu- 
tion 1. Art zusammensetzbar. 


Theorem LXXII Wenn % eine Substitution 1. Art (ohne 
Punktirung) ist, so besteht die Relation ht, = t,,h, und wenn A die 
Folge k,k, enthält, ist ht, = t,h, also (hi)" = ht, .. Lau 
Beweis. At, verwandelt a in a, t,, verwandelt a), in nn und 

in a,, also i,_,%h verwandelt «a, , in a, wie hi,, ebenso für %,k,. 


1 
ha_, 


Corollar I. Eine Substitution Z,2,...f, wird durch irgend eine 
Substitution zweiter Art hi, £,...t,, übertragen in Z,,,4,,,..-L.... 

Corollar II. Je nachdem eine Substitution der Subtotalgruppe 
angehört oder nicht, ist ihre N. Potenz von der 1. Art oder £,-2,...£,. 

Theorem LXXIII. Wenn N Primzahl, gibt es in der Gruppe 
[f,,... 2,] keine andere mit der cyclischen Gruppe [h,, hl... h?] ver- 
tauschbare Gruppe als die Subtotalgruppe. 

Die Gruppe der % macht wegen der Transitivität aus Z, alle an- 
deren und ebenso aus Z£,t, u.s. w. 

Corollar. Ist N Primzahl, so bilden die Substitutionen 2 ...£; 

Ei 


i? 
v0 Ale 


A ungerade und eine Basis der Subtotalgruppe, wenn A gerade. 


er HN eine Basis der Totalgruppe, wenn 


\ . ) ” : Ki 
“+1 tut 1 ur 1 


1) Die von den t constituirte Gruppe ist eine Gruppe vertauschbarer Sub- 
stitutionen, wie sie von Frobenius und Stickelberger Cr. J. Bd.86 behandelt wor- 
den sind. t,... tx bilden eine »reducirte Basis« (ib. $8) und 2,2,...2 sind ein 
vollständiges System von Invarianten, 


Theorem LXXIV. Die Totalgruppe, welche zu einer cyclischen 
Directrixgruppe von Primzahlordnung gehört, enthält keine andere Un- 
tergruppe, als die Subtotalgruppe und die Gruppen, welche aus Po- 
tenzen einer Substitution entstehen. 

Die Function 


(2, +97 “tr Te ae Eli + 0X yro Tas 0 Kal 


geht durch keine andere Substitution in sich über als durch die Po- 
tenzen einer und derselben Substitution. Soll eine Substitution x, mit 


%y;, vertauschen, so muss zunächst d = a sein und A = £], dann 
ist aber sofort die Substitution 2, -£,...-t, vorhanden. Soll eine wei- 
tere Substitution vorhanden sein, so folgt ® = |. 


Mittelst dieser Ueberlegung beweist man nun auch: 

Theorem LXXV. Wenn die Gruppe der Directrixsubstitutionen, 
welche zur Gruppe von Substitutionen 2. Art gehört, transitiv ist, er- 
hält man die Totalgruppe, wenn eine Untergruppe, deren Gruppe H 
cyclisch ist, die Totalgruppe ist und die Subtotalgruppe wenn eine 
solche Untergruppe die Subtotalgruppe ist. 

Wenn überhaupt zwei verschiedene Substitutionen 2. Art 7, Z, 
mit derselben Directrixsubstitution vorhanden sind, 7, = ht, elan 
T, = hi, ii, Ze so erhält man durch Zusammensetzung 7,7, = 


A1r7'%81 {52 SNY 
ET L, ST ly 5) 


ZUR FREE a ia Bar wo die s, Null oder Eins 
sind und wenn diese Substitution derart ist, dass sie durch AT, Th" 
in eine Anzahl N wesentlich verschiedener Substitutionen übergeht, so 
bleibt nachzuweisen, dass sie stets eine reducirte Basis der Gruppe der 
t, bildet. Hiezu ist nach Frobenius und Stickelberger (Cr. J. Bd. 86) 
nur nothwendig, dass die Determinante der s gleich Eins sei, was für 
gerade Anzahl ?’ sehr leicht zu beweisen ist, da der Fall Null ausge- 
schlossen ist. Aber auch, dass man eine Substitution wie die oben 
für T, 75" geforderte stets finden kann, wenn N Primzahl, beweist 


man ohne Schwierigkeit. Es folgt nun so der Satz: 


Theorem LXXVI Die zu einer transitiven Directrixgruppe 
JI gehörige Totalgruppe kann keine anderen Untergruppen haben, als 
1. die Subtotalgruppe, 2. die Gruppe FH, 3. die Gruppen, welche aus 
Potenzen einer einzigen Substitution bestehen. 4. die Total- und Sub- 
totalgruppen, welche zu den intransitiven Untergruppen von H gehören. 
5. solche Gruppen, wo zu jeder Directrixsubstitution nur eine einzige 
Substitution 2. Art gehört oder wenn N nicht Primzahl, aus mehreren 
solchen zusammengesetzt sind und hievon speciell 6. solche, welche 
auch überdies Untergruppen der Subtotalgruppe sind. 

4. Will man aber für eine gegebene Gruppe F eine Gruppe von 


Substitutionen zweiter Art construiren, welche dieselbe Ordnung‘ r be- 
sitzt, so müssen eine gewisse Anzahl % Elemente vorn und rückwärts 
überall wo sie vorkommen, mit Punktirungen versehen werden und 
wenn zwei solche Elemente in einer Substitution von H successiv sind, 
so werden die beiden Punkte zwischen ihnen weggelassen. Auf diese 
Art entspricht man widerspruchsfrei den Bedingungen der Gruppen- 
bildung und erhält überdies Gruppen, welche 1. der Subtotalgruppe 
angehören und 2. die Eigenschaft haben, dass keine Substitution mehr 
als 2% Punktirungen besitzt. Wenn N nicht prim ist, so kann man 
auch mehrere solche Gruppen combiniren, ohne die Totalgruppe zu er- 
halten. 

Bevor ich weiter gehe, schalte ich noch folgenden Satz ein: 

Theorem LXX VII. Wenn eine Substitution, welche aus einem 
Cyclus besteht, eine gerade Anzahl Punktirungen hat und ihre Ord- 
nung eine zusammengesetzte Zahl ist, so hat jede ihrer Wiederholungen 
in jedem Partialeyclus wieder eine gerade Anzahl Punktirungen. 


5. Um die Gruppe von COharacteristiken mit (ab) zu erhalten, muss 


man die N Punkte mit &,...«%, die N Geraden aa,, ab,, ab, mit 
a,...a, bezeichnen, derart, dass zwei Elemente mit demselben un- 


teren Indexe incident sind. Die Gruppe aller möglichen Characteri- 
stiken von Jonquiöres über diesen Punkten ist die Subtotalgruppe der 
Substitutionen 2. Art, welche zur symmetrischen Gruppe von N Ele- 
menten als Directrixgruppe gehört. Dagegen hat die Totalgruppe we- 
nigstens in der Ebene keine geometrische Bedeutung. Im A, und 
R, kann man ihr wohl eine Interpretation verschaffen mittelst jener 
Transformationen, welche aus quadratischen zusammensetzbar sind )). 

Um die Untergruppen von Characteristiken zu haben, hat man 
also die Untergruppen der Subtotalgruppe zu suchen. Daher: 


Theorem LXX VIII Die einzigen tvansitiven Gruppen, welche 
man mit Characteristiken de Jonquiöres’s mit (ab) bilden kann, sind: 
1. die Gruppen involutorischer Characteristiken, in denen nur invariable 
gewöhnliche Punkte adjungirt sind, 2. die cyclischen Gruppen, 3. die 
Gruppen aller Characteristiken, welche eine gegebene Directrixgruppe 
haben, 4. die Gruppen, wo jeder Directrixsubstitution nur eine einzige 
Characteristik entspricht, oder die aus mehreren solchen Gruppen zu- 
sammengesetzten Gruppen. 


1) Es ist merkwürdig, dass die Characteristikentheorie der Theta sich auf 
die Drittel und rtel Characteristiken erweitern lässt, wie dies durch die Arbeiten 
der Herren Krause und besonders Prym, Krazer geschehen ist, während diesem 
Umstande für den Augenblick nichts Geometrisches zu entsprechen scheint. Viel- 
leicht bietet gegenwärtige Schrift Anlass zu der bezüglichen Entdeckung, 


END A 


Unter den letzteren sind also auch die Gruppen enthalten, deren 
Characteristiken nicht mehr als 2% Fundamentalpunkte besitzen, also 
den Grad % nicht übersteigen. 

6. Wenn die Gruppe H intransitiv ist, so vertheile man die 
Gruppen von LXXVIII auf die einzelnen Systeme der Intransitivität. 
Dann können alle Relationen, welche Isomorphie unter diesen elemen- 
taren transitiven Gruppen liefern, zur Bildung von Gruppen von Cha- 
racteristiken dienen, sofern nur in jeder Combination mehrerer ele- 
mentarer Substitutionen die Summe der Punktirungen stets eine gerade 
ist. Isomorphie muss für die 7 und ausserdem für die $ bestehen. 
Ich schliesse mit einer Anwendung: 


Theorem LXXIX. Die Gruppe M, von quadratischen Cha- 
racteristiken mit zwei Hauptpunkten (aa‘), (bb') entsteht, wenn man in 
einer Gruppe H von Vertauschungen der N Punkte vor und hinter 
das Element 1 die Punktirung setzt. 

In diesem Falle ist es nicht nöthig, die intransitiven Gruppen ge- 
sondert zu betrachten. Denn da sich die zwei Punkte immer in der: 
Nachbarschaft des Punktes 1 befinden, so hat man überhaupt nur die- 
jenigen Elemente zu betrachten, welche von 1 aus erreichbar sind. 


S 7. Gruppen, welche zur orthanallagmatischen isomorph sind. 


Lemma I. Die Gruppe der geometrischen Substitutionen von 
Cauchy enthält eine Untergruppe, wo jede lineare Form nur eine Va- 
riable enthält, #5 = az, +. 

Lemma II. Diese letztere Gruppe enthält eine Untergruppe, wo 
‚alle Coefficienten = 1 sind. 

Lemma III. Diese letztere Gruppe enthält eine Untergruppe, 
wo alle « = 0 oder 1 sind. 

Lemma IV. Diese letztere Gruppe enthält eine Untergruppe, 
wo die Anzahl. der «, welche gleich 1 sind, stets gerade ist. 


Theorem LXXX. Diese letztere Gruppe ist holoedrisch iso- 
morph zur Totalgruppe der Characteristiken (ab) über N Punkten. 

Die folgenden Theoreme sind eine einfache Consequenz von Theo- 
remen des $ 5: 

Die Totalgruppe der Characteristiken (aD) über N Punkten bringt 
unter den Complexen p = 0, u = 0 mit (ab)’”" und 2» einfachen 
unter den N Punkten eine Gruppe von Vertauschungen hervor, welche 
holoedrisch isomorph zur Gruppe von Characteristiken ist. 

Eine ebensolche Gruppe von Vertauschungen entsteht unter den 
Complexen p = 0, x = 1 mit (ab) und 2v—1 einfachen Punkten 
unter den N. 


Aus einer anderen Theorie theile ich hier den Satz mit: 


Theorem LXXXI. Die Punkte und Kreise von Clifford, welche 
man für ein gegebenes N-seit bilden kann, bilden mit den N Geraden 
eine homogene Configuration und die Gruppe von Vertauschungen, 
welche diese Configuration ungeändert lässt, ist holoedrisch isomorph 
zur Gruppe der sämmtlichen orthanallagmatischen Characteristiken über 
N gegebenen einfachen Punkten und einem festen Punkte (ab). 


S 8. Die Typen M,, M,, M, und ihre typischen Untergruppen. 


1. Theorem LXXXII Die Gruppe M, ist äquivalent einer 
Untergruppe von M,, welche derartige Beziehung zu zwei Punkten 
a,, a, hat, dass alle Characteristiken der Untergruppe eine durch a,a, 
»gedachte« Gerade in sich transformiren. 

Beweis. Man setzt einen durch alle Characteristiken von M, un- 
veränderlichen Punkt d voraus und überträgt mittelst 4 einfacher 
Punkte a,a,a,a, von M, und durch d’. In der neuen Ebene wird 
die Gerade a,a, das Bild von (a, a,a,a,a,a,d”)” sein und weil M, 
diesen Complex in sich transformirt, wird die transponirte Gruppe a, «a, 
reproduciren. 


Theorem LXXXIIIl Die Gruppe M ist holoedrisch isomorph 
zur Gruppe der Gleichung der 27 Graden der Fläche 3. Ordnung. 

Beweis. M, ist isomorph der Gruppe der Vertauschungen unter 
den Complexen mitp = 0, n = 0. Da die Zusammensetzung der 
Gruppe nur von den gegenseitigen Werthen von F', abhängt, welcher 
Umstand auch die einfache Transitivität von M, bedingt, ist es wün- 
schenswerth, die 27 Complexe durch Gegenstände von homogenem 
Character zu ersetzen. Dies ist möglich, wenn man als Merkmal den 
Werth von /', eines Complexes mit Bezug auf den Complex 3,1,...1 
nimmt, welcher für alle 27 gleich 1 wird. Da sich alle Geraden der 
Ebene zu zweien in einem Punkte schneiden, nimmt man die Geraden 
des Raumes Z, und construirt die 27 Geraden, welche das Gesetz der 
Distribution der 27 Werthe von F',, befolgen. Wenn man a poösteriori 
von dem Umstande Gebrauch machen will, dass solche 27 Geraden 
stets in einer F', enthalten sind, so kann man damit sogar eine Deu- 
tung der Complexe mit willkürlichen p, « durch die Curven der J, 
erreichen. | 


Corollar I. Nach Herrn Jordan ist dies auch die Gruppe von 
Steiner für die Zweitheilung der hyperelliptischen Functionen ') p =2. 


1) C. Jordan: »Traite des substitutions et des equations algebriques. n. 500. 
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Corollar II. Die 6-Systeme von Complexen 9 = 0,u = I, 
d.h. die Fundamentalsysteme von Transformationen über den 6 Punkten 
d,,@...a, entsprechen also genau den Sextupeln von Schläfli. 


Theorem LXXXIV. Die Gruppe M, ist einfach. 

Man kann zum Beweise die ausgezeichneten Untergruppen nach 
dem Verfahren von Herrn Dyck bilden, indem man für jeden Typus 
unter den Substitutionen alle äquivalenten bildet und sie combinirt. 
Aber in unserem Falle wird man bei Durchlaufung der möglichen 
Typen immer die ganze Gruppe M, erhalten '). 
 Corollar. Auch die Untersuchungen über die 27 Geraden, be- 
sonders von Sturm und Bertini, haben bewiesen, dass keine ausgezeich- 
nete geometrische Zusammenstellung unter den 27 Geraden existirt. 


Theorem LXXXV. Die Gruppe M, enthält die einzige aus- 
gezeichnete Substitution ©,, welche das Netz (a}...ca;) zum homaloi- 
dalen besitzt und involutiv ist. 

Denn ®, hat keine äquivalente Characteristik und existirt selbst 
nur einmal, was von keiner anderen Characteristik gilt. 


Theorem LXXXVI Die Gruppe M, ist imprimitiv. Die 
Systeme der Imprimitivität sind die Paare von Complexen 9 = (0, 
u ='0, welche sich zu (1111111)? ergänzen. 


Theorem LXXXVII Die Gruppe M; unter den 28 Systemen 
der Imprimitivität ist einfach. 

Beweis. Man kann sich der Gruppe von Vertauschungen unter 
7 Buchstaben bedienen. Sie enthält keine andere ausgezeichnete Gruppe 
als die alternirende Gruppe. Auch die Gruppe, welche sie unter den 
28 Paaren hervorbringt, ist ausgezeichnet. Aber eine ausgezeichnete 
Gruppe in M' wird entweder eine ausgezeichnete Untergruppe der 
Gruppe von Vertauschungen enthalten oder keine Vertauschung. Aber 
der letztere Fall ist unmöglich, da man durch die aus einer Charac- 
teristik durch 4 entstehenden Characteristiken M, zusammensetzen kann 
und der erste Fall, weil man für die einzelnen Typen beweist, dass 
die ausgezeichnete Untergruppe der Vertauschungen mit einer belie- 
bigen Characteristik die ganze Gruppe M,; liefert. 


Theorem LXXXVIIL Die Gruppe M, enthält die einzige 
ausgezeichnete Substitution &, (a)... as)", welche involutorisch ist. Sie 
ist imprimitiv und die Systeme der Imprimitivität sind die 120 Paare 
von Complexen p = 0, u = (0, welche sich zu (22222222) ergänzen. 
Die Gruppe M} unter den 120 Systemen der Imprimitivität ist einfach. 


1) Auch Herr Jordan hat bewiesen, dass die Gruppe der 27 Geraden von F, 
einfach ist. 


x 


Den ersten Theil verifieirt man durch Ausführung, für den zweiten 
Theil bedient man sich der Gruppe der Untersuchungen unter @,,...4,. 

Theorem LXXXIX. Die Gruppe M, ist holoedrisch isomorph 
der Gruppe der Gleichung für die 25 Doppeltangenten einer ternären 
biquadratischen Form. - | 

Beweis. Die Gruppe M! ist isomorph den Vertauschungen unter 
den 28 Paaren von Complexen p = 0, u = (0, welche 7, erhalten. 
Aber indem man sich unter der Ebene und einer anderen Ebene 
eine zweideutige cubische Transformation denkt, überzeugt man sich 
von der vollständigen Correspondenz unter diesen Paaren und den 28 
Doppeltangenten und unter den durch F', entstehenden Relationen 
und den Relationen unter den Wurzeln der Galoisschen Gleichung für 
die 28 Doppeltangenten '). 

Corollar. Die 273 6-Systeme für M, sind die Bilder der 273 
unabhängigen Septupel von Aronhold und die Characteristiken mit 7 
Punkten entsprechen den Vertauschungen eines Septupels in die an- 
deren. Man sieht überdies: 

Theorem XC. Die 28 Paare von Curven 9 = (0, u = (0 kann 
man den 28 ungeraden Characteristiken der Functionen $ mitp = 3 
entsprechen machen, indem man die 7 Punkte den 7 ungeraden Cha- 
racteristiken von Riemann entsprechen macht, die 21 Geraden den 
Combinationen dieser Characteristiken zu je zweien. 

Corollar. Die Fundamentalsysteme mit 7 Punkten entsprechen 
also den Siebenersystemen von Riemann für p = 3°) und man schliesst 
hieraus: 

Theorem XCI. Die Gruppe M; ist holoedrisch isomorph der 
Gruppe von Steiner?) für p = 3 oder der Gruppe der Zweitheilung 
der Abelschen Integrale » = 3. 

Da man weiss, dass die Gruppe der Zweitheilung einfach ist, wird 
DI; dieselbe Eigenschaft haben, 

Theorem XC1I. Die Gruppe M} ist holoedrisch isomorph der 
Gruppe der Gleichung, welche gewisse 120 dreifach berührende Ke- 
gelschnitte einer Curve 6. Ordnung 9 = 4 bestimmt, oder einer Un- 
tergruppe der Gruppe von Steiner für 9 = 4. 


1) Ueber die Gleichung 28. Grades sehe man H. Weber, Math. Ann. XXIII, 
p: 489—503 sowie seine Preisschrift und übrigens schon die ältere Arbeit von O. 
Hesse, Cr. J. Bd. 49. p. 279—8332. Die mit unserer F}, sich deckenden Symbole 
von Cayley Cr. J. Bd. 68. p. 176—179 sind aufgeklärt von De Paolis »Le tras- 
formagioni piane doppie del 3° ordines 1878. 

2) Of. Hermann Stahl: »Beweis eines Satzes von Riemann über #.- Characte- 
ristiken«, Cr. J. Bd. 88 p. 276 und F. Prym: »Untersuchungen über die Riemann- 
sche Thetaformel und die Riemannsche Characteristikentheorie«. 1882. 

3) C. Jordan, Traite des substitutions et dquations algebriques. 
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Beweis. Man wendet eine zweideutige Transformation an, welche 
die Curven O,al...a, den Geraden der zweiten Ebene entsprechen 
macht und ihre Jacobische Curve D, einer Curve Z, mit zwei unend- 
lich nahen dreifachen Punkten!) und die Curven p = 0, u = 0 über 
G,... a, den 120 Kegelschnitten, welche die Zweige von Z, im drei- 
fachen Punkte berühren und mit ihr anderwärts dreifache Berührung 
haben. Die Gruppe M,; ist definirt durch die Invarianz der Form F', 
und die gegenseitigen Abhängigkeiten der Kegelschnitte bestehen in 
der Lage der Berührungspunkte, die ihrerseits das Bild der Werthe 
ist, welche die Curven y = 0, u = 0 der F', geben. Die Gruppe 
21; ist also auch isomorph der Gruppe der Zweitheilung der Abel- 
schen Integrale der Curve Z,, aber diesen Integralen gehört nicht die 


ganze Gruppe von Steiner mit p = 4 zu. 

Corollar. Unter den 120 Kegelschnitten kann man unabhängige 
Octupel zusammenstellen (analog den Septupeln von Aronhold), welche 
den Fundamentalsystemen der birationalen Transformationen der Gruppe 


M; oder den o-Systemen von Curven 2 = 0, u = 0 entsprechen. 
Corollar. Die 120 Paare von Curven 9 = 0, u = 0 können 
den 120 ungeraden Uharacteristiken der $ für 2? = 4 coordinirt wer- 


den’). Ich entnehme Herrn Schottky: 


Theorem XCIII. Die Function » = 4, deren Integrale die 
fragliche Gruppe liefern, hat die Besonderheit, dass eine und eine ein- 
zige ihrer geraden 9-Functionen mit dem Verschwinden der vier Ar- 
gumente verschwindet. 

Dieselbe Function hat die Eigenschaft, dass unter den 4 Func- 
tionen @ eine quadratische Relation existirt, deren Discriminante Null 
ist‘). Herr Schottky beweist l.c., dass die Normalcurve die Curve 
D,«a:...a, ist. Von da aus kann man geometrisch beweisen, dass 
die Curve im Raume der @ auf einem quadratischen Kegel gelegen 
ist, und zwar mittelst ein-zweideutiger Transformation. 

Ueber die Untergruppen von M,, M,, M, ist zu bemerken, dass 
. die Gruppe von F‘, eine Untergruppe enthält, welche holoedrisch iso- 
morph ist mit der symmetrischen Gruppe von 6 Buchstaben und die 
Gruppe von Ü, eine, welche isomorph ist mit der symmetrischen Gruppe 
von 7 Buchstaben. Ebenso enthält M, eine symmetrische Gruppe 


1) M. Nöther, Erlanger Berichte 1878: »Ueber die einzweideutigen Ebenen- 
transformationen.« 

2) Cf. Schottky, Cr. J. 103. p. 185: »Ueber specielle Abelsche Functionen 4. 
Ranges.« 

3) Hiezu H. Weber, Math. Ann. XIlI p.35 -—48: »Ueber einige bei den Theta- 
_functionen auftretende Ausnahmefälle.« 
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unter 8 Elementen. Die Gruppe der besonderen Function mit p = 4 
enthält als Untergruppe die Gruppe der Curve O, 9 = 3. 


Theorem XCIV. Indem man die Gruppe M, mit allen Cha- 
racteristiken combinirt, welche auf a,,, eine Coincidenz zweier conju- 
girter Fundamentalpunkte haben, erhält man eine Hauptuntergruppe 
von Morı- 

Beweis. Die Zusammensetzung von zwei Characteristiken, welche 
in @,,, zwei conjugirte Fundamentalpunkte besitzt, führt zu einer an- 
deren derselben Eigenschaft. Jede weitere Characteristik ist zusam- 
mensetzbar durch eine Characteristik der Untergruppe und eine Colli- 
neation, von welcher a,,, nicht Doppelpunkt ist. Die Zusammensetzung 
mit der Untergruppe wird dasselbe Resultat haben, wie die Zusam- 
mensetzung der Untergrnppe mit dieser Collineation. Aber da M, 
die Gruppe der Vertauschungen unter den o Punkten enthält und die 
Zusammensetzung dieser Gruppe mit den anderen Vertauschungen die 
Totalgruppe der Vertauschungen über 6 +1 Punkten liefert, wird man 
diese Gruppe mit M, zusammengesetzt haben und es ist ersichtlich, 
dass man so die ganze Gruppe M,,, erhält. Ebenso beweist sich 


Theorem XCV. Indem M, mit den Characteristiken combinirt 
wird, welche «a,;,, @y4, als zwei Paare conjugirter Fundamentalpunkte 
besitzen, erhält man eine Hauptuntergruppe von Mo4- 

5. Herr Jordan hat einen sehr ausgedehnten Beweis gegeben, 
dass die Gruppe von F', zu keiner Gruppe von Permutationen unter 
weniger als 27 Buchstaben isomorph ist. Ich glaube, dass man es für 
unsere Gruppe M, auf etwas einfachere Art beweisen kann. Diese 
Gruppe besitzt keine anderen Invarianten als die Singularitätencomplexe 
p, u oder eigentlicher ihre Gesammtheit 2),. Nun sahen wir $ 3, dass 
die kleinste Zahl 27), immer z,, ist und diese Zahl ist 27 für M,. 
Ebenso weiss man, dass, wenn M,, M, sollen in N Buchstaben ge- 
schrieben werden können, es N Complexe 9, u geben müsse, oder ein 
Zu = N. Die geringste Zahl 2), ist für 7, z,, = 56 und für 8,2. 
—= 240. Also: | 

Theorem XCVI. M, oder M, besitzt keine isomorphe Gruppe 
von Vertauschungen unter weniger als 56 oder 240 Buchstaben. | 

Die linearen Substitutionen, welche ich in $ 5 erwähnt habe, er- 
lauben auszusprechen: Für M,, M,, M, existiren isomorphe Gruppen 
von Üollineationen unter 7, 8, 9 Variabeln. Es bleibt zu entscheiden, 
ob es zu M,, M,, M, isomorphe Gruppen von Collineationen in we- 
niger als 7, 8, 9 Variabeln gibt. 

6. Theorem XCVII. Die Anzahl der nicht ähnlichen in M, 
enthaltenen Substitutionen ist 27. i 
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Beweis. Es gibt Collineationen: 1 Indexes 1, 3 Indexes 2, 2 In- 
dexes 3, 2’von 4, 1 von 5, 2 von 6; Transformationen!) Q*: B,, B,; 
B,.; (ab’), (be'), «' in e mit invol. Paar ?,:,; (aa’), (be), (cd’) mit eycli- 
schem Tripel; (ab'), (be'), (ca) mit ,, und d oder cyelischem Tripel ?); 
(ab'), (ba’), € in e mit i,; (ab), (ba), € in ce) in c) in ec; (cc'), (ad'), 
Bein al in.byJ(nb), Binnen en in.a; (ce), a" in db, nd’ 'in.a,'und d; 
(ab), (a,d)?=1...4, und d; (ab), b, in «, (a,b,), (a,b,), (a,b); T,4; 
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Theorem XCVIII. Die Anzahl der nicht ähnlichen in M, ent- 
haltenen Substitutionen ist 64. 

Beweis. Es gibt Collineationen: 1 Indexes 1, 3 von 2; 2 von 3, 
Baar von 3,3 von 6%21.von ‘7’, 1 von 10, T von 12,0”: B,, 
BB (0b), bein ce, cin a’und d; (ee), (ad), @' in a! in a} in’d; 
Berobra inc, ın Dundd; (ce), bin a, a’ in al'in d;' (ce), :d' 
in a,a' in b und d, jede mit einem Doppelpunkte d; (ab'), b’ in c, 
Bent 2, (ce'), (ab'), a in.a! in ’b mit 12,5 (ad), (ba’), cd in e' 
Berne inc: lab‘), (da'), c"in’ci.in ec mit’dt,; (e0),:(ab'),’a" in“ 
Bean o, ın b+’(ce), b’ ing, a in au, in Dünd!d; (ce), d in’a, a 
in a! in a! in 5; (cc'), D’ in b! in a, a’ in a! in b; (ab'), (ba'), e€' in e 
mit Tripel; («a'), (bb), (cc) mit zwei involutorischen Paaren oder Qua- 
drupel; (ab), (be’), (ca) ebenso oder mit Tripel und d; (ab'), (be'), «' in 
c und Tripel; (ab), (be'), a’ in c mit d,d,d, oder di i,; (ab'), (be') a’ 
in a! in c und i,:,; (ab'), (be), (cd') mit Quadrupel oder zwei Paaren; 
BIerB DB, bb: 02T, undd, (ab), (a,b) mit d,a, oder: i,; 
(ab), b, in a, (a,b) mit d; (ab), db, in db, in.a,, (a,b) mit d; (ab), b, 
in q,, b, in 4; (u,b,); (a, d); I, I5; (I), (Do); (ab), b, in b, in Ch 
(a,b); (ab,), Ca), (5) und i,i,; Q%: 4, und d; 44; (49; (a), (@b); 
E,; 9, 


Theorem XCIX. Die Anzahl der nicht ähnlichen in M, ent- 
haltenen Substitutionen ist 125. 

Beweis. Es gibt Collineationen: 1 Indexes 1; 4 von 2; 2 von 
23 von A: 1 von 5:72. von.6;.1 von ’7.!1l’von 8; 1 von 10; 1 von 
1200 15:.0°: BB Bil ke)atahı); asih ai in b.undd; (ce), 
(ab), a’ in a! in a) in db; (ce'), d’ ina,a' in a) in b jede mit zwei 
-Doppelpunkten oder :,2,; (cc'), (ab'), a’ in a, in b und cyclisches Tri- 
pel; (ab'), (ba'), €’ in e) inc, in emit i,i,: (ab'), DV’ in c, c' in a; mit 
d,d,d, oder d,, i,i, oder Tripel; (ab), (ba'), € in ec} in e mit Tripel 


mm um 


1) (aa’), (bb'), ec’ in cl in c} in ce ist reductibel auf Collineationen durch -» 
(a? c' ci c}c)®; (aa'), (bb'), c' in ce durch (ac'c)?. 

2) Ich bezeichne hier und in den späteren $$ mit Q' eine Transformation der 
Ordnung ö, während ich 7" für die ©. Potenz einer Transformation schreibe, 


3, (Bu)y Bis Bis; (EI (ab‘), a inte na, eay ine, (ce) 
a, a’ in al in a) in db; (cc), b’ in b, ina, a’ in a, in b, jede mit d; 
(cc), (ab'), a’ in a) in-b mit d,d,d, oder d,, i,‘, oder Tripel; (ce'), b' 
in a, a’ in b ebenso; (B,), Bun Dan Ba; (ed), (ab), @ in’al inalm 
a! in al in b; (cc), !’ ina,a in«a, ina,in ay in b; (cc), b’ in bi 
ina,a'inalina, inb; (ca), (ac), b' in bi in db} in bi in bl in b; 
(aa’), (be'), (eb) oder (ab'), (be'), (ca) mit Quintupel oder Tripel und ?,i, 
oder (ab'), (be'), (ca') mit Quadrupel und d; (aa’), (bb'),e' in ec! in cund 
Quadrupel oder zwei involutorische Paare; (ab'), (ba'), e€' in ei in e/ in 
ec! in el in ec; (ad), (ba’), € in ce und Quadrupel oder zwei Paare i,,; 
(ab'), (ba’), e' in ce} in e und Tripel; @*: (ab), (a,b) und d,d,d, oder 
d,i,‘, oder Tripel; I%: (ab), db, in a,, (a,b) mit d,d, oder i,t,; (ab), 
b, in bl in.a,, (a,b,) mit d,; (ab), Ö’ in b, in b, in a,, (a,b); (ab), b, 
in a,b, in a,, (a,b) mit d,;,.(ub), db, in. a,, 5, in a, 5b, ina, (a. 05 
(ab), 5, in.di in.b,, b, in.a,, (a,b, (5); 15, 12,2). I) iede ar 
d; (ab,), (a), (,b) mit Tripel; D,, (Di), (Di), (TR), (Du, Du; 
(4.), (2.3) (I) (Su); Ss, mit dyd,.oder 2,95 29.5,22,3 (\absazb ae 
ds; (ab); b, inva sab) Es Ei, Es E& mil) Hear 
Li; 0% (9,), (K,), RB N, 2, 

Um die typischen Characteristiken mit 7 Punkten zu haben, muss 
man mit jeder von M, oder M, oder M, mehrere Cyclen verbinden, 
welche zusammen 6—6 oder o6—7 oder 6—8 Punkte haben und über- 
dies die typischen Characteristiken (ab) mit weniger als o—1 einfachen 


Punkten sowie die Vertauschungen unter 6 Buchstaben beifügen. 


II. Theil. 


Die endlichen Gruppen birationaler Transformationen. 
Die ersten fünf Typen. 


Der neue Begriff der endlichen Gruppen von Characteristiken be- 
greift als besonderen Fall die endlichen Gruppen von Transformationen 
in sich, denn da jede Transformation eine Characteristik besitzt, wird 
jeder Gruppe von Transformationen eine Gruppe von Characteristiken 
zugeordnet sein!) und um zu den Typen zu gelangen, würde man sich 
des Theoremes bedienen: 


1) Zu einer Characteristik gehören entweder 0,1 oder oo Transformationen. 


pe 


Theorem I. Wenn eine endliche Gruppe von Characteristiken 
constructibel (inconstructibel) ist, ist sie transponirt durch jede Trans- 
position in eine endliche constructible (nicht constructible) Gruppe. 

Ich werde dieses Verfahren nur für die Reduction auf die Typen 
anwenden, der grösseren Vorsichten wegen, die im Falle der Trans- 
formationen anzuwenden sind, werde ich dabei noch in Kürze den 
Beweis separirt mit Sorgfalt durchführen. Für die Untersuchung der 
Typen wähle ich jedoch directe Methoden und zwar in jedem Falle 
jene, welche mich am directesten zu meinem Ziele führt. 


$ 1. Das Aequivalenztheorem. 


Lemma. Jede Gruppe von Transformationen, welche ein Büschel 
von Geraden reproducirt, Ist eine Gruppe von Transformationen de 
Jonquißres’s mit («b) im Scheitel des Büschels. 


Theorem II. Jede Gruppe von Transformationen, welche ein 
invariantes Büschel von rationalen Curven gestattet, ist birational äqui- 
valent einer Gruppe von Transformationen mit (ab). 

Beweis. Man überträgt das Büschel in ein Büschel von Geraden, 
was in allen Fällen ohne Ausnahme möglich ist und man wendet das 
Lemma an. 


Theorem III. Jede Gruppe von Transformationen, welche ein 
invariantes Netz von rationalen Curven gestattet, ist birational äquiva- 
lent einer Gruppe von Üollineationen. 

Beweis. Man überträgt das Netz in das Geradennetz, was nach 
Herrn Nöther (M. A. III) möglich ist und zwar in allen Fällen ohne 
Ausnahme und wendet das Lemma im I. Theil $ 1 an. 


Theorem IV. Jede endliche Gruppe von Transformationen, 
welche ein lineares oo', 00°, oo? System von C, mit 9, 7, 6, 5 festen 
Punkten invariant lässt, ist eine Gruppe von Transformationen mit 
nicht mehr als diesen 9, 7, 6, 5 Punkten in der Characteristik. 

Dieses Theorem, dessen Natur rein arithmetisch ist, ist im Grunde 
dasselbe für Characteristiken wie für Transformationen. 


Theorem V. Jede Gruppe von Transformationen, welche ein li- 
neares oo!, 00°, oo” System von elliptischen Ourven invariant lässt, ist 
birational äquivalent einer Gruppe von Transformationen mit 9, 7, 6, 5 
Punkten. 


Der letztere Fall tritt namentlich häufig im R,r >2 ein. Cf. meine Noten in 
den Rendiconti Ist. Lomb. 8. und 21. November 1894. »Sopra le trasformazioni 
quadratiche periodiche nello spazio a r dimensioni.« 
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Das Theorem von Bertini-Martinetti über die Systeme elliptischer 
Curven!) und ihre Reduction auf Büschel von C,, oder C, ist nämlich 
ohne Ausnahme von besonderen Lagen der Basispunkte anwendbar. 


Theorem VI. Jede endliche Gruppe von Transformationen, 
welche ein invariantes System von ÖCurven CO, a...a, besitzt, ist eine 
Gruppe mit nicht mehr als 8 Punkten, s willkürlich. 

In diesem Falle kann die Transformation sicherlich keinen 9. 


Punkt besitzen (wie es etwa noch für s = 1 der Fall sein könnte) 
und zwar wegen der Relation 2« = 3 (n—]). 


Theorem VII. Jede endliche Gruppe von Transformationen 
besitzt eine invariante Ourve, deren Geschlecht jede willkürliche Grenze 
überschreiten kann, aber sicher > 2 ist. 

Beweis. Das Theorem wurde für die Characteristiken bewiesen 
und dehnt sich, da es rein arithmetischer Natur ist, auf die Transfor- 
mationen aus. Denn es ist unmöglich, dass alle Curven des invarianten 
Systemes oo*, welches verwendet wurde, sich zerlegen, indem man p, 
so hoch erhalten kann, dass die unter diesen Ourven hervorgebrachte 
Gruppe von Collineationen unendlich viele invariante Curven verlangt. 

Die Existenz der erwähnten Curve folgt auch so. Es seien in A, 
ie ed... = pr (Ra De 
formationen einer endlichen Gruppe, dann wird man in 


i=r-+l 
TR 
| 
eine Mannigfaltigkeit M*”"” haben, welche durch die Gruppe inva- 
riantiv ist. | 
Die «,‘sind willkürlich und daher existiren unter dieser Unend- 
lichkeit von M,_, immer solche, welche keinen freien Doppelpunkt 


| 
haben. 
Corollar. Wenn eine Gruppe von Transformationen keine an- 
deren invarianten Ourven als solche mit 92 = 1 gestattet, kann sie 


nicht endlich sein. 

Die Theoreme VIII, IX, X vom 1. Theil $2 gelten hier ohne Un- 
terschied. 

Theorem VIII. Wenn eine Curve mit » > 2, die nicht hyper- 
elliptisch ist, mehrere Correspondenzen trägt, welche in birationalen 
Transformationen der Ebene enthalten sind, so bilden diese Transfor- 
mationen nothwendig eine endliche Gruppe. 

Beweis. Keine Ourve » > 1 kann in einer unendlichen Gruppe 


1) Hiezu gehört auch eine Note von G. B. Guccia in Rendiconti di Palermo 1887. 
Man vergleiche auch Kantor, Acta Math. XIX. p. 124. 
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von Collineationen enthalten sein, weil sie einerseits nicht eine Unend- 
lichkeit von Correspondenzen enthalten kann und weil andererseits ein 
Ort mit p > 2 von Doppelpunkten in einer Collineation nicht zulässig 
ist. Sie kann aber auch nicht in einer unendlichen Zahl von Charac- 
teristiken invariant sein), weil es nicht eine unendliche Anzahl von 
Characteristiken gibt, welche einen gegebenen Singularitätencomplex 
mit p > 2 invariant lassen und eine nicht hyperelliptische Curve mit 
p > 2, welche diesen Singularitätencomplex besitzt, kann nur eine 
endliche Zahl wirklicher Transformationen zulassen, da ich (Acta Math. 
Bd. XIX) bewiesen habe, dass durch einen Doppelpunktsort mit 9 > 2 
die birationale Transformation der Ebene, welche sie enthält, auf eine 
endliche Anzahl Arten bestimmt ist. 
Die Theoreme I. Theil XII, XIII, XIV gelten auch hier. 


Theorem IX. Wenn eine endliche Gruppe birationaler Trans- 
formationen eine Curve reprodueirt, reprodueirt sie auch das System 
der adjungirten Curven, sowie jedes der successiven Systeme. 

Beweis. Dies hat für die einzelnen Transformationen der Gruppe 
statt, deren jede, obzwar sie, abgesehen von der Gruppe, ein umfang- 
reicheres System reproduciren kann, in der Gruppe nur das System 
oo’! reproduciren kann. 


.-Theorem X. Jede endliche Gruppe von Transformationen re- 
producirt ein o0', 00°, ...oo® System von elliptischen Curven oder ein 
oo" (n > 1) System von rationalen Curven, wenn sie nicht eine Gruppe 
von Vertauschungen oder von Transformationen de Jonquiöres’s oder eine 
Gruppe des I. Theiles Theorems XIII oder eine äquimultiple Gruppe ist. 

Beweis. Ich gehe von einer der invarianten Curven oder von 
den inyarianten Systemen mit 9 > 1 aus, welche nothwendig in der 
Gruppe enthalten sind und wende die Verminderung der adjungirten 
Curven an. Wenn man selbe ohne Unterbrechung fortsetzen kann 
gelangt man am Ende entweder zu einem Systeme C, oder zu einem 
Systeme von Ü, oder von Geraden. Wenn eine einzige Gerade am 
Ende erscheint, geht man um einen Schritt zurück, wo man sich bei 
einem Systeme elliptischer Curven befunden haben musste ®). Man kann 
sich aber unterwegs vor einem adjungirten Complexe p = 1 befinden; 
dann kann die Dimension des Systemes nach Martinetti®) nicht grösser 
als 9 sein. Im Falle des Systemes von rationalen Curven kann die 
Dimension des Systemes jede Grenze überschreiten. 


1) Preisschrift p. 315. 

2) Für den Fall mehrerer successiver elliptischer Systeme sehe man Acta 
: Mathem. 1895, cit. Abh. I. Theil. 

3) Rendiconti Ist. Lomb. 1886. 


Theorem XI. Jede endliche Gruppe von Transformationen ist 
birational äquivalent einer Gruppe von Transformationen, welche ist 
1. eine Gruppe von Collineationen , 
2. eine Gruppe quadratischer Transformationen mit zwei festen 
Hauptpunktepaaren in Coincidenz, 

3. eine Gruppe orthanallagmatischer Transformationen, 

4. eine. Gruppe, welche oo!, oo°, ...o0® O(,, p=1, also mit 
9,7,...3 gemeinsamen Punkten in sich transformirt. | 

Beweis. Von den Fällen des vorhergehenden Theoremes sind hier 
nur jene der elliptischen und rationalen Curven zu discutiren. Alle 
Systeme elliptischer Curven, deren Dimension > 1, sind nach dem ci- 
tirten Theoreme von Bertini äquivalent einem oo!,... 00° Systeme von 
C, oder..einem oo® Systeme von (©, mit zwei festen Doppelpunkten. 
Wenn eine Anwendung des Theoremes X auf ein oo! System von 
O,a)...a, geführt hätte, so müsste die Ausgangscurve wegen der 
Vollständigkeit des Systems der adjungirten Ourven (Theorem von 
Christoffel) ebenfalls eine Curve Ü,, dieser Art gewesen sein. Wenn 
die Gruppe ein oo’, o0®, 00° System von (C, in sich transformirt, 
kann sie nur eine Gruppe von Collineationen sein, es bleiben also die 
Bo ont Systeme. Wenn die Transformation das oo° System von 
CO, reproducirt, kann sie nur 1. oder 2. des Theoremes sein. Alle Sy- 
'steme rationaler Curven sind nach Jung!) birational äquivalent einem 
Systeme von ©, a” mit etwaigen einfachen Beweispunkten. Aber in 
diesem Systeme existirt immer eines, das sich in eine feste Ourve 
und eine variable Gerade durch (ab) zerlegt. Die Transformation muss 
also direct das Geradenbüschel (ab) in sich transformiren, also orth- 
anallagmatisch sein. 

Theorem XII. Jede Gruppe mit 3 oder 4 Punkten ist eine 
Gruppe von quadratischen Transformationen und Collineationen, jede 
Gruppe mit 5 Punkten eine Gruppe aus quadratischen und cubischen 
Transformationen. 


Theorem XIII. Die Gruppen aus XII sind nicht reductibel 
auf die Gruppen 1. 2. 3 aus XI, wie es für die Gruppen von Oharac- 
teristiken der Fall war. 

Denn man kann hier keinen gemeinsamen Doppelpunkt für alle 
Transformationen der Gruppe voraussetzen. $ 5 wird übrigens volle 
Gewissheit bringen. 


Theorem XIV. Die Olasse mit 9 Punkten des Theoremes VI 
ist immer äquivalent einer endlichen Gruppe mit 8 Punkten, 


1) In der Abh. von Neapel ist IV. Theil 85 XVIII zu schreiben: System von 
C, oder System von Curven O,al...a} 
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1. Beweis. Wir sind darauf mittelst eines invarianten Systemes 
elliptischer Curven gekommen und haben also eine Gruppe, welche 
das Büschel von C, in sich transformirt. Wenn wir nun durch irgend 
eine verschiedene Wahl niemals auf ein anderes System als auf ein 
solches kommen, wo man mit einem Büschel von (',, mit 9 Punkten 
endigt, so besitzt die Gruppe keine anderen invarianten Curven als 
nur elliptische und kann daher nach dem Corollare zu VII nicht end- 


lich sein. In allen anderen Fällen ist sie reductibel auf S Punkte. 


2. Beweis. Die Gruppe kann nicht äquimultipel sein, weil es in 
diesem Falle gewiss ist, dass sie nur Systeme elliptischer Curven in 
sich transformirt. Mittelst XXI S 2 des I. Theiles ist dann zu schlies- 
sen, dass ein invariantes System » = 0, u > 0 oder eine invarlante 
Curve p = 0 existirt, welche als Fundamentalcurve dienen kann. Die 
Gruppe ist also entweder äquivalent mit 1., 2. aus XI oder ist nicht 
reductibel in der Anzahl der Punkte. 

Theorem XV. Jede endliche Gruppe von Transformationen mit 
6 < 9 ist äquivalent einer Gruppe von Collineationen oder einer orth- 
anallagmatischen Gruppe oder einer äquimultiplen Gruppe mit 6 < 9. 

Beweis wie für XXI des I. Theiles S 2. 

Wir haben also das Endtheorem: 


Theorem XVI. Jede endliche Gruppe von birationalen Trans- 
formationen ist äquivalent entweder 

1. einer Gruppe von Collineationen oder 

2. einer orthanallagmatischen Gruppe oder 

3. einer Gruppe quadratischer Transformationen M, mit (aa), 
(bb') oder M} mit (ab'), (ba') oder 

4. 5. 6. einer Gruppe quadratischer Transformationen 3, # oder 
quadratischer und cubischer mit 5 festen Punkten (M,, M,, M,) oder 

7. 8. 9. einer Gruppe von Transformationen mit 6, 7, 8 Punkten. 

Theorem XVII. Um die allgemeinsten Typen zu haben, muss 
man jeder Gruppe aus XVI noch eine Anzahl untereinander transfor- 
mirter gewöhnlicher Punktgruppen hinzufügen. 

Es ist klar, dass die so aufgefassten Gruppen ebenso typisch sind 
wie jene des Theorems XVI. 

Theorem XVIII. Die nicht hyperelliptischen Curven, welche 
eindeutige Correspondenzen tragen, welche sämmtlich in birationalen 
Transformationen der Ebene enthalten sind, sind birational äquivalent 
mit invarianten Curven in einer der typischen Gruppen des Theoremes 
xVI | 

Ich hebe hier ausdrücklich hervor, dass nicht alle Curven, welche 
eindeutige Correspondenzen enthalten, diese in einer birationalen ebenen 
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Transformation 'haben, obzwar sie durch einfach rationale Transposi- 
tionen (nach A. Hurwitz Math. Ann. XXXII) solchen Curven äquiva- 
lent sind, welche in einer linearen Homologie der Ebene invariant sind. 

Wenn eine Curve eine endliche Gruppe von Correspondenzen ent- 
hält, wird jede in einer einfach rationalen Transformation der Ebene 
enthalten sein, aber man kann leicht beweisen, dass für jede Curve 
des Geschlechtes » > 0 unendlich viele einfach rationale Transforma- 
tionen existiren, welche alle Punkte der Curve ungeändert lassen. Die 
Gruppe der ebenen Transformationen wird also unendlich sein. 

Man bemerke, wie diese Art, das binäre Gebiet des Geschlechtes 
p von der umgebenden Mannigfaltigkeit abhängig zu machen, sich 
wesentlich von jener des Herrn Hurwitz unterscheidet. Derselbe sucht, 
dem Brillschen Verfahren folgend, ein System von Curven, welches 
natürlich vom Geschlechte p ist, um die Correspondenz auf der Curve 
auszuschneiden, ich suche, um auf der Curve nicht die Correspondenz, 
sondern nur das zweite der Punktgebiete, die mit einander in Üorre- 
spondenz sind, auszuschneiden, ein System von Curvenbüscheln, welches 
System natürlich vom Geschlechte » ist, und alle diese Büschel sind 
in einem einzigen Netze enthalten. Alle diese Netze jedoch sind nicht 
eine lineare oo* Mannigfaltigkeit. 

Eine neue Classe von Problemen eröffnet sich nun hiebei: 1. Für 
eine algebraische Curve vom Geschlechte » die einfach rationale, ebene 
Transformation des kleinsten Ranges % oder der kleinsten Ordnung zu 
finden, welche alle Punkte der Curve ungeändert lässt. 2. Für eine 
algebraische Curve vom Geschlechte p, welche eine eindeutige Cor- 
respondenz trägt, die einfach rationale Transformation vom kleinsten 
Range zu finden, welche diese Correspondenz enthält. 

Hiebei wird unter »enthalten« verstanden, dass von den einem 
Punkte entsprechenden % Punkten einer in der Ourve enthalten und 
zwar gerade der Nachfolger in der Correspondenz sei. Für p =, 
va>0, undp = 1,u>0 ist die Gruppe von Correspondenzen auf 
der Curve stets in einer Gruppe birationaler Transformationen der 
Ebene enthalten ; aber nicht fürp = 0, u —0. 


$ 2. Die endlichen Gruppen von Collineationen. 


Dieselben sind von Herrn C. Jordan angegeben worden. Der Voll- 
ständigkeit wegen gebe ich sie hier an. Sie sind in geometrischer 
Deutung: | 

1. Eine Gruppe, welche einen Punkt und eine nicht incidente 
Gerade fest lässt, 

2. Eine Gruppe, welche drei Geraden unter einander vertauscht, 
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3. Die Gruppe, welche auf einem Kegelschnitte die Ikosaeder- 
gruppe hervorruft, 

4. Die Gruppe, welche eine harmonische Curve 3. Ordnung in 
sich transformirt, 

5. Die Gruppe, welche ein Paar syzygetische harmonische Curven 
3. Ordnung unter einander transformirt, 

6. Die Gruppe, welche überhaupt die Wendepunktsconfiguration 
in sich transformirt!), 

7. Die Gruppe, welche die Curve O,, 32, +u32,+.2}x2, = 0 
in sich transformirt. 

Man erkennt hieraus die beiden folgenden Theoreme: 


Theorem XIX. Jede endliche Gruppe von Collineationen der 
Ebene lässt entweder ein Büschel oder ein Netz von Curven 3. Ord- 
nung ungeändert. 

Es ist kein Zweifel, dass dieses Theorem auch auf direct alge- 
braischem Wege erhältlich sein muss. Ich muss mich hier begnügen, 
einige Theoreme anzuführen, die noch nicht ausgesprochen sind und 
hiezu nützen können oder im 3. Theile verwendbar sind. 


Theorem XX. Wenn zwei endliche Gruppen von Collineationen 
der Ebene, welche nicht cyclisch sind, isomorph sind, sind sie identisch. 


Theorem XXI. Jede endliche Gruppe von Collineationen im R,, 
welche einen linearen Raum A, ungeändert lässt, lässt auch einen nicht 
mit jenem incidenten R ungeändert. 


r-i—1 
Theorem XXIII. Jede endliche Gruppe von Collineationen im 
R,, welche eine M von Punkten ungeändert lässt, lässt auch eine 
Einhüllende M} von Z,_, ungeändert. 
Jede endliche Gruppe von Collineationen im Z,, welche eine Man- 
nigfaltigkeit n. Ordnung von R, ungeändert lässt, lässt auch eine Man- 
nigfaltigkeit n. Ordnung von A,_,, ungeändert. 


$ 3. Die orthanallagmatischen Gruppen. 


Die erste Frage ist die nach den endlichen Gruppen involutori- 
scher Homologieen, deren Charakteristikengruppen also in der Gruppe 
der £, (I. Th. $ 6) enthalten sind. Sollen solche Homologieen in eine 
Gruppe eintreten, so müssen auf jeder Geraden durch (ab) ebensoviel 
Involutionen als Transformationen 7’ vorhanden sein. In einer binären 
Gruppe kommen allerdings mehrere Involutionen vor, aber ihre Dop- 
pelpunktspaare müssen bestimmte gegenseitige Lage haben. Die Dop- 


1) Diese Bedeutung der Gruppen 4. 5. 6 finde ich nirgends ausgesprochen. 
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pelpunktsörter der Transformationen müssen also von allen Geraden 
durch 7 in Punktepaaren solcher gegenseitiger Lage geschnitten wer- 
den. Von solchen Curven sind die einfachsten Fälle diese: 

Nimmt man durch einen Punkt D Geradenpaare, welche die Dop- 
pelpunktselemente der in einer binären Gruppe enthaltenen quadra- 
tischen Involutionen bilden und bestimmt für (ab) die Involutionen, 
welche diese Geradenpaare als Doppelpunktsörter haben, so bilden diese 
Involutionen eine endliche Gruppe der Ebene. 

Wenn man zwei Kegelschnitte C, €’ der Lage hat, dass von zwei 
Chordalgeraden s,s, die s, nach Ü und die s, nach C’ übereinstim- 
mende Pole x haben, so bilden C, C’ und eine (,, welche x als Tan- 
gentialpunkt der Schnittpunkte von ©, C’ besitzt, die Doppelpunkts- 
örter von drei Homologieen, welche eine endliche Gruppe bilden. 

Man muss im 1. Falle auch die übrigens binären lin. Transfor- 
mationen verwenden, welche in der Gesammtgruppe enthalten sind, 
um weitere periodische Homologieen zu construiren, die zur Gruppe 
gehören. Im 2. Falle ist dies aber nicht möglich, weil die Schnitt- 
punktepaare mit den Kegelschnitten nicht rational zerlegt werden können. 

2. Eine allgemeinere Gruppe von 3 Involutionen des Indexes 2 
erhält man, wenn man in einer involutorischen Homologie in Bezug 
auf eine Directrix Ü,(ab)"” eine invariante Curve (U, (ab)”” bestimmt, 
dann in Bezug auf diese neuerdings eine Homologie einrichtet und 
die Zusammensetzung beider, was wieder eine involutorische Homo- 
logie ist, hinzufügt. Ich übergehe es hier, die Ordnungen der Homo- 
logien von der gegenseitigen Lage der U, und C, abhängig zu machen. 

Man erhält die allgemeinste Gruppe höherer Homologien, in wel- 
cher höhere Indices enthalten sind, wenn man drei Curven U„(ab) ": 
D,, D!, D, nimmt und auf jeder Geraden eine bestimmte binäre 
Gruppe completirt, in welcher D,, D! im Doppelpunktepaare einer 
Transformation, D, im einen Doppelpunkte einer bestimmten anderen 
Transformation schneidet, dann D, durch D! zu einem Paare comple- 
tirt und so die weiteren Doppelpunktsörter bestimmt, welche sämmtlich 
U,„(ab)”" werden. 

3. Eine Methode, um orthanallagmatische Gruppen mit gegebenem 
(ab) zu construiren, ist die folgende: 

Wenn man die Punkte O eines Kegelschnittes X, den Cyclen einer 
Projectivität unter den Stralen von (ab) eindeutig zuweist und dann 
eine gegebene Projectivität unter den Punkten von X, von O aus auf 
den entsprechenden Oyclus projicirt, so erhält man eine Transformation, 
welche die gegebenen Cyclen unter den Geraden von (ab) enthält. 
Nimmt man aber auf X, eine endliche binäre Gruppe und weist die 
O nicht blos Cyclen sondern je einer invarianten Gruppe von Stralen 


in einer anderen binären Gruppe unter den Stralen von (ab) zu, so 
erhält man durch die Projection von den O aus auf diese Stralengrup- 
pen eine endliche Gruppe von Transformationen der Ebene. 

Man kann noch verallgemeinern , indem man die binäre Gruppe 
auf X, nicht für alle Stralengruppen von (ab) fest nimmt, sondern ein 
rationales System solcher Gruppen und es den Stralengruppen von (ab) 
eindeutig zuweist und dann von den O jeweils die ul auf die 
eruppe macht. 

Jedenfalls erkennt man die Richtigkeit des folgenden Theoremes: 


Theorem XXIII. Damit. eine Gruppe von Transformationen 
mit (ab) endlich sei, ist nothwendig, dass sie unter den Stralen von 
(ab) eine endliche Gruppe hervorbringe und für jede solche endliche 
Gruppe ist auch eine endliche Gruppe von Iransformationen der Ebene 
construirbar. 

4. Etwas allgemeinere Gruppen erhält man durch folgende Be- 
trachtung: 


Theorem XXIV. Wenn die Tangenten einer C,«a'"” eine end- 
liche Gruppe bilden, so enthält die C, eine endliche Gruppe eindeu- 
tiger Correspondenzen, deren Ordnung doppelt so gross ist'). 

Denn jede Projectivität 7 unter den Tangenten zieht zwei Cor- 
respondenzen I‘, I" nach sich und zur Projectivität 4, H, gehören die 
Correspondenzen I\I‘,, IT‘), welche identisch sind mit I’T,, IT/T', 
wer — 1.0 PIIZT,g und P9'—="gT, wo g die inhärente In- 
volution. 

Theorem XXV. Wenn eine Curve C,a”"” eine endliche Gruppe 
eindeutiger Correspondenzen enthält, kann man stets auf unendlich 
viele Arten endliche Gruppen von birationalen Transformationen finden, 
welche diese Correspondenzen hervorbringen. 

Beweis. Man bestimme irgend eine Curve Ü,a””, welche die 
Geraden durch a in Punktepaaren schneidet, welche zu den Punkte- 
paaren von ©, harmonisch sind und welche unter ihren Tangenten 
dieselben Projectivitäten gestattet. Wie eine solche Curve zu con- 
struiren wäre, habe ich in Rendiconti di Palermo l.c. auseinander- 
gesetz. Aber man kann sich auch einer O,«a”"! bedienen zusammen 
mit ihrer bezüglich C, harmonisch zugeordneten. Ein solches Curven- 
paar gestattet die Projectivität wegen der Rationalität. Nun bestimme 
man für jede Projectivität unter je zwei entsprechenden Stralen von a 
eine Punktprojectivität, welche die Punkte in ©, zu entsprechenden 


1) Cf. Kantor: Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. 1895: Sur les 
courbes hyperelliptiques, qui portent des correspondances univoques. 


hat und ebenso die Punkte in Ü, unter sich und in C’, unter ‘sich 
oder ©, und €, vertauscht. In beiden Fällen liefern die oo! Projec- 
tivitäten eine periodische Punkttransformation der Ebene und die Ge- 
sammtheit derselben eine endliche Gruppe. Die Ordnung dieser Gruppe 
kann also gleich der Ordnung der Gruppe unter den Punkten von (C, 
gemacht werden, aber sie kann auch zu einer Gruppe von doppelt s so 
hoher Ordnung BEE. werden. 

Während es zweifelhaft erscheint, ob die in 3. construirte FR 
eine invariante O,a”"” besitze, welche irreductibel ist, hat man hier 
eine solche Gruppe direct construirt. 


5. Theorem XXVI. Jede endliche Gruppe von Characteri- 
stiken, deren Directrixgruppe H mit dem Kreistheilungstypus oder dem 
Doppelpyramidentypus verträglich ist, ist construirbar mit einem inva- 
rianten Kegelschnitte. | 

Denn man kann jede constructible Characteristik (ab) construiren 
mit einem invarianten Kegelschnitte, indem man die Projectivität unter 
den Stralen so festlegt, dass die Tangenten aus (ab) an den Kegel- 
schnitt jede in sich transformirt oder unter einander vertauscht werden. 
Hiebei ist jedesmal das eine Fundamentalsystem willkürlich, das zweite 
bestimmt sich gemäss den Verkettungen und der vorgelegten Stralen- 
projectivität. 


$ 3. Die Gruppen M, und M.. 


1. Die Gruppe M,. Die Transformationen haben alle (a«‘), 
(db) gemeinsam. Man findet die ganze Gruppe, indem man in (a«‘) 
eine endliche Gruppe binärer Projectivitäten 4, H, H,... und in 
(bb') eine andere Gruppe binärer Projectivitäten I, I, I, . . . an- 
nimmt und auf irgend eine der Isomorphie entsprechende Art die 4 
mit den J combinirt. Man kann sogar alle 7 mit allen J combiniren. 
Die Gruppen M, könnte man also classificiren nach dem Vorkommen 
der 5 binären Gruppen in den beiden Strahlbüscheln «, b und man 
erhielte so 15 aus diesem Eintheilungsgrunde verschiedene Glanz 
von Gruppen. 

2. Die Gruppe M,.. Um sie zu studiren, efinire wir besser 
die Transformation (ab'), (ba'). Es existirt eine Projectivität 7, welche 
die Geraden durch a in die Geraden durch (ba') überführt und eine J, 
welche die Geraden durch b in die Geraden durch (ab’) überführt. Die 
zweite Transformirte einer Geraden durch a mittelst der Transformation 
0°: (ab'), (ba') finden, heisst, dass man HJ" zusammensetzt. Aber 
HJ" H ist die 3. Transformirte, daher man sagen kann, dass man aus 
einem Paare entsprechender Geraden im Büschel « (vermöge 7°) ein 


Paar entsprechender Geraden im Büschel d erhält, indem man das 
. erste Paar durch HJ” überträgt. Also: 


Theorem XXVII. Die Wiederholung einer Transformation 
(ab'), (ba’) ist von der Natur, dass die Projectivität in a’ die Uebertra- 
gung der Projectivität in «a ist. 

In einer Gruppe M,; bilden die Wiederholungen der Q°: (ab'), (ba) 
mit den @*: (aa’), (bb), welche unabhängig von jenen in der Gruppe 
enthalten sind, eine Gruppe M,. Daher: 


Theorem XXVIII. Die allgemeinste Gruppe M, wird erhalten, 
indem man in irgend einer Gruppe M, jedesmal zwei Projectivitäten 
aus a und a’, welche gleiche absolute Invarianten haben, combinirt, 
was durch willkürliche Annahme einer einzigen Projectivität von «a 
nach a’ geschieht. 

3. Diese Gruppen lassen sich direct auf endliche Gruppen von 
Transformationen des A, verallgemeinern, indem man die beiden Stral- 
büschel a, a’ durch A lineare Systeme von R,_, ersetzt. 


ri 


$ 5. Die Gruppen M, M,, M,. 


1. Die Gruppe M,. Mit Rücksicht auf die 3 Fundamental- 
punkte gibt es vier ÜOlassen: 

&. Jedes der drei Stralbüschel a, db, e ist durch alle Transforma- 
tionen in sich transformirt. Diese Gruppe setzt sich zusammen aus 
Collineationen, welche a, b, ce zu Doppelpunkten haben und aus invo- 
lutorischen Transformationen (aa), (bb'), (cc'). Die -Doppelstrahlenpaare 
der letzteren müssen in jedem Punkte a, b, ce die Doppelpaare der 
quadratischen Involutionen einer binären Doppelpyramidengruppe sein. 
Man nehme also in a und 5b je eine Doppelpyramidengruppe, welche 
ab, ac und ba, be resp. zum Scheitelelementenpaare besitzt und com- 
binire jede quadratische Involution der einen mit jeder quadratischen 
Involution der anderen, aber stets nur zwei, welche in den Gruppen 
gleichen Character in Bezug auf die Scheitelelemente haben, da man 
sonst auch quadratische Transformationen erhielte, welche ausser a,b, c 
noch an a,b, ce unendlich nahe Fundamentalpunkte besitzen, die Gruppe 
also nicht mehr M, würde. 

Die sämmtlichen Collineationen der Gruppe bilden einen Jordan- 
schen 1. Typus und daher kann man sagen: 


Theorem XXIX. Die M, erster Art wird erhalten, indem man 
mit einer Gruppe von Üollineationen mit drei festen Doppelpunkten 
eine involutorische quadratische Transformation combinirt, welche die 
Doppelpunkte als (a«a'), (bb'), (cc’) besitzt. 
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ß. Ein Stralbüschel, etwa a, ist in sich transformirt, die beiden 
anderen b, c werden unter einander vertauscht. Die Periodicität von 
(aa'), (be'), (cb') hängt nur von der Periodicität des Stralbüschels (aa‘) 
ab. Die beiden festen Kegelschnitte können harmonisch zu 2(de) und 
ab-+.ac willkürlich angenommen werden. Wenn man daher unter den 
Kegelschnitten des von 2(be) und ab +ac gebildeten Büschels eine 
Doppelpyramidengruppe festsetzt mit 2 (bc), ab+ac als Scheitelelemen- 
ten und jede Involution derselben, welche die Scheitel vertauscht, mit 
allen Projectivitäten einer Kreistheilungsgruppe unter den Geraden 
durch (aa) mit ab und ac als festen Elementen combinirt, so erhält 
man eine endliche Gruppe von Transformationen (a«’), (be'), (cb') nebst 
Collineationen. 

Diese Gruppe ist noch frei von (a«'), (bb’), (cc), kann aber noch 
mit solchen Transformationen combinirt werden. Die Zusammen- 
setzung zweier Transformationen (aa'), (be’), (cb') und (aa), (bb), (cc') 
liefert eine Collineation, welche a in a, b in ce in b verwandelt, unter 
den Kegelschnitten des vorigen Büschels eine Involution mit 2 (ac) und 
ab + .ac als Paar hervorruft und daher jedenfalls eine involutorische 
Homologie ist. Daher: 


Theorem XXX. Die allgemeinste Gruppe M, 2. Art wird er- 
halten, indem man eine endliche Gruppe von Collineationen mit drei 
festen Doppelpunkten mit einer Transformation (a«a'), (bb), (cc) und 
einer willkürlichen (aa'), (be'), (cb') über diesen drei Punkten in allen 
möglichen Weisen combinirt. | 

y. Die Stralbüschel a, d, ce werden nur cyclisch unter einander 
vertauscht. Dies kann durch eine Collineation oder auch durch eine 
Transformation (ab'), (bc'), (ca) geschehen. Wendet man aber auf 
(aa'), (bb'), (ce) eine Collineation an, welche a in bin cina ver- 
tauscht, so entsteht (ab'), (be'), (ca) und durch Zusammensetzung zweier 
der letzteren entsteht eben eine jener Collineationen. Die allgemeinste 
Gruppe von Collineationen, welche hierher gehört, entsteht aber durch 
Combination einer Gruppe mit drei Doppelpunkten mit einer willkür- 
lichen Collineation, welche die drei Doppelpunkte cyclisch vertauscht. 
Daher: 

Theorem XXXI. Die allgemeinste Gruppe M, dritter Art ent- 
steht, indem man eine endliche Gruppe von Collineationen mit festen 
Doppelpunkten «a, b, ce mit einer willkürlichen Transformation (aa’), (bb'), 
(ce) und mit einer willkürlichen Collineation verbindet, welche a, b, c 
cyclisch vertauscht. 

0. Es können nun die Stralbüschel a, db,c auf alle mögliche Arten 
unter einander vertauscht werden. Durch Zusammensetzung zweier 


ae um 


Transformationen (a«'), (be'), (cb’) und (bb'), (ca'), (ac') entsteht eine Col- 
lineation, welche « b e cyclisch vertauscht und ebenso aus (a«a'), (be'), 
(cb'), mit (ab'), (be'), (ca') entsteht a in c in a, b in b und umgekehrt. 
Hat man also (a«a’), (Be'), (cb'), so ist es nicht nöthig, die Collineationen 
ain cin a, b in b weiter hinzuzufügen, ja nicht einmal die Collinea- 
tionen ain b in ce in a, wenn zwei wesentlich verschiedene (a«'), (be') 
(cb') vorhanden sind. Also: 


Theorem XXXII. Die allgemeinste Gruppe M, vierter Art 
entsteht, indem man eine endliche Gruppe von Collineationen mit drei 
festen Doppelpunkten a, b, ce mit einer Transformation (a«'), (bb',) (ce), 
und zwei Transformationen (aa’), (be), (cb’) und (ab'), (ba’), (cc) com- 
binirt. Diese Gruppe enthält aber jedesmal eine Untergruppe, welche 
entsteht, indem man die Gruppe von Collineationen nur mit zwei will- 
kürlichen Transformationen (aa’), (be'), (cb') und (ab’), (ba'), (cc') combi- 
nirt und welche also weder (aa'), (bb'), (cc'), noch (ab'), (be’), (ca') ent- 
hält. Enthält sie eine dieser Characteristiken, so enthält sie stets auch 
die andere. 


& Auch die Gruppen M, können in äusserst interessanter Art 
auf den R, verallgemeinert werden, indem man 4 lineare Systeme von 
R,_, oder sogar von R,,... A, nimmt, namentlich aber auf die so- 
genannten Reciprokaltransformationen mit r +1 festen Fundamental- 
punkten. 


2. Die Gruppe M,. Da alle Characteristiken mit 4 Punkten 
construirbar sind und jeder Uharacteristik in diesem Falle nur eine 
Transformation zugehört, so folgt, dass diese Gruppe von Transforma- 
tionen identisch mit der zugehörigen Gruppe von Characteristiken ist 
und 96 Transformationen enthält. Auch sie kann in verschiedener Art 
auf den R, verallgemeinert werden. 


3. Die Gruppe M,. Ueber die Construirbarkeit einer quadra- 
tischen oder cubischen Transformation mit einer Characteristik von 5 
Punkten entscheiden die beiden Theoreme, welche ich in meiner Preis- 
schrift verwendet, aber schon früher gefunden hatte: 1. Ueberträgt eine 
quadratische Transformation aa’, bb’, cc‘ die Punkte p,, p, in »}, 2}, 
so besteht eine Collineation a in a’, b in db’, ein c‘, welche p, in 
p), 2, in p, überträgt. 2. Giebt es eine cubische Transformation a’b’, 
a;b,, so giebt es auch eine Üollineation, welche a in d, a; in b; über- 
führt. — Das zweite Theorem entsteht durch zweimalige Anwendung 
des ersten. Ich füge dem nun ein 3. Theorem hinzu, welches im ILL 
Theile nützlich ist: 

Wenn did;d;e, 6,6, 010,058, 8,8, die Fundamentalsysteme einer 
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biquadratischen Transformation sind, so sind d,&,, d,&,,; d,&; 6,05, 
e,0,, e,0, sechs linear abhängige Punktepaare und umgekehrt. 

Die einzigen Transformationen, welche über fünf Punkten ohne 
Besonderheit in deren Lage bestehen können, sind also 9°: (aua'), (bb), 
(cc') mit einem involutorischen Paare und ®°: (ab), (vb) = 1...4. 
Solcher Transformationen können immer 15 combinirt werden, 10.0? 
und 5 @°: Daher: ( 


Theorem XXXIII. Ueber 5 willkürlichen Punkten besteht 
eine Gruppe von der Ordnung 16, welche ausser der Identität durch- 
wegs involutorische Transformationen enthält. | 

Diese Gruppe enthält gleichzeitig alle möglichen Fundamental- 
systeme. Sind aber zwei Transformationen 7,, Z, mit einem selben 
Fundamentalsysteme des einen Gebietes vorhanden, so liefert 7,7,’ eine 
Collineation. Also auclı so folgt, dass die Existenz weiterer Transfor- 
mationen, also einer umfangreicheren Gruppe, von der Existenz von 
Collineationen unter den 5 Punkten abhängt. So kann man aus- 
sprechen: 


Theorem XXXIV. Es giebt fünf verschiedene Gruppen M, 
der Ordnungen 15,2. 15,6. 15,4::15,10. 15. 

Eine ist die oben in XXXIII erwähnte. Eine zweite gehört zu 
zwei involutorischen Paaren nebst einem Doppelpunkte einer Collinea- 
tion, eine dritte zu einem cyclischen Tripel und zwei Doppelpunkten, 
eine vierte zu einem cyclischen Quadrupel und einem Doppelpunkte, 
eine fünfte zu einem Quintupel einer Collineation. In jedem dieser 
Fälle entsteht die ganze Gruppe durch die Zusammensetzung von 
Gruppe XXXIIL mit den Collineationen. Die Gruppe XXXIII ist er- 
sichtlich eine invariante Untergruppe. 

Auch die Gruppen M, können in interessanter Art auf den A, 
verallgemeinert werden. 


Ad notam. 


Bevor ich zu der Untersuchung der weit schwierigeren Gruppen- 
typen M,, M,, M, schreite, habe ich, von dem Verhältnisse meiner 
Theorie zu den von Herrn Autonne in den Comptes rendus de l’Ac. 
des Sc. publicirten Noten über endliche Gruppen quadratischer und 
cubischer Transformationen zu sprechen. Im Jahre 1883 construirte 
ich die ersten endlichen Gruppen und zwar M, und jene Gruppen, 
welche beim Typus D, von selbst auftreten. Im Sommer 1884 
lernte ich die Noten von Herrn Autonne über die Gruppen quadra- 
tischer ‘Transförmationen kennen, deren Resultate ich also um diese 


Zeit in vollständigerer Form besass. Seine 1. Note über Gruppen cu- 
bischer Transformationen (October 1884) war mir entgangen. Als ich 
seine 2. Note vom 25. Juli 1885 kennen lernte, besass ich bereits die 
im $ 1 des II. Theiles hier auseinandergesetzte Methode 'vollständig 
und hatte auch die Problemstellung, wie sie dieser Schrift za Grunde 
liegt, bereits erdacht. An den. cubischen Gruppen, welche er/als 2. 
Kategorie bezeichnet, war ich achtungslos vorbeigegangen, weil sie mir 
in der orthanallagmatischen Classe enthalten waren und die Maximal- 
ordnung der Transformation für mich kein Eintheilungsgrund war. 

Was nun die quadratischen Gruppen betrifft, fehlen ihm die M, 
beinahe gänzlich, die wahre Bedingung für die Existenz der M, und 
M;} entgeht ihm ebenfalls. 

- Die cubischen Gruppen sind mit den Gruppen M, einerseits und 
mit orthanallagmatischen Gruppen andererseits erschöpft. Herr Au- 
tonne kennt aber auch hier nicht ihre Bedeutung als Typen. 

In der ersten Abhandlung im Liouvilleschen Journale hat er nichts 
Neues oder Wesentliches hinzugefügt, während ich die zweite Abhand- 
lung bis zu diesem Augenblicke nur nach dem ungefähren Titel kenne. 

Ueber die M, hinaus konnte Herr Autonne nicht vorwärts gehen, 
ohne meine Resultate der Neapeler Preisschrift zu kennen oder sie 
selbst zu finden. 

Es ist also nöthig, hier festzustellen, dass vom ganzen I. Theile 
dieser Arbeit bei Herrn Autonne sich keine Spur findet,- ihm überhaupt 
der Begriff »Characteristik« und umsomehr der Begriff »Gruppe von 
Characteristiken« fehlt. Ganz dasselbe gilt für die Methoden und Re- 
sultate des hier folgenden III. Theiles bis zum Ende. Die Begriffe, 
Probleme und Methoden der SS 1, 3 des II. Theiles sind ebenfalls 
vollständig neu und mir eigen. Die Gruppen quadratischer und cu- 
bischer Transformationen endlich scheinen durch die gegenwärtige Dar- 
stellung nicht nur an Vollständigkeit und neuen Eigenschaften, son- 
dern auch an Einsicht in ihre Natur gewonnen zu haben, gegenüber 
den algebraischen Formeln des H. Autonne, welche leicht daraus mit- 
telst eines Coordinatensystemes hergestellt werden, das immer in be- 
quemster Weise auf die Fundamentalpunkte verlegt wird'). 


1) Ich hebe hervor, dass die Resultate des III. Theiles sowie dieses Theiles 
$ 1 bereits in einer von mir 1885 bei der Pariser Akademie deponirten verschlos- 
senen Note enthalten sind. 


III. Theil. 


Die typischen Gruppen von Transformationen mit 6, 
7, 8 Punkten in der Characteristik. 


Der schwierigere Theil des Problemes der Aufzählung der Typen 
ist der auf die Gruppen mit mehr als 5 Punkten bezügliche, weil dann 
die Bedingungen für die Punkte der Characteristik schon für den Grad 
2 nieht mehr leicht zu formuliren sind. Die Methoden, welche ein- 
zuschlagen sind, sind verschieden, aber identisch mit jenen, die sich 
mir bereits bei den einzelnen Transformationen mit Erfolg bewährt 
haben. 


$ 1. Die typischen Gruppen M, mittelst der geometrischen Figuren. 


Theorem I. Wenn 6 Punkte eine allgemeine Lage haben, ge- 
statten sie keine Transformation 5. Ordnung, welche sie zur Characte- 
ristik haben würde. 

Beweis. Die Wiederholung ist eine Collineation, welche die 6 
Punkte unter einander transformiren müsste. Aber die Characteristik 
(a,a;) würde verlangen, dass jede Gerade a,a, sich selbst entspreche, 
also jeder Punkt der Ebene. Dass die Characteristiken der Theoreme 
II. III eine besondere Figur verlangen, wird sofort bewiesen werden. 


Theorem II. Die Transformation ®°: (a,a,), (a,a;), (a,a,), (a,a;), 
(a,a,), (a,a;) existirt, sobald die Geraden a,a,, a,a,, a,a, durch einen 
selben Punkt der Ebene gehen und umgekehrt. 

Ich habe bewiesen '), dass die 6 Paare von Fundamentalpunkten 
immer zwei linear abhängige Punktsextupel (nach Clebsch ?)) bilden. 
Also muss a, (a,a,a,a,a,) II(a,a,a,a;a,), was ausdrückt, dass auf dem 
Kegelschnitte (a,...a,) die drei Geraden a,a,, a,a,, a,a, drei Paare 
einer quadratischen Involution ausschneiden, also convergent seien. 
Die Transformation ist äquivalent mit (ab), (a,b), @=1...4). 

Theorem III. Die Transformation ®°: (a,a!), (a,«a}),... (a,a,) 
existirt überhaupt nicht, ohne dass mindestens dreimal zwei Punkte 
unendlich nahe rücken. 

Man beweist es durch Uebertragung auf die Q°: (aa), (bb'), (cc). 


1) Wiener Denkschriften XL. 
2) Math. Ann. VI. Of. auch die Arbeiten von H. Rosanes, 
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Theorem IV. Die Transformation 0°: (a,a;), (a,a'), (a,«a.), 
(a, a;), (a,a;), (a,a;) existirt, wenn a,a, die Kegelschnitte a,a,a,a,a, 
und a,a,a,a,a, berührt. 

Beweis durch die Transposition auf (aa’), (bb'), (cc) mit einem 
Doppelpunkte und einem involatorischen Paare. 


Theorem V. Die Transformation 9°: (a, «a}), (a, a‘), (a, a), (7, a!), 
(a,a‘), (a,a}) existirt nicht, ohne dass a,a, unendlich nahe sind. 

(a? a,a,a,a,)' überträgt in drei involutorische Paare a, a,, a,a,, 0,a, 
einer Homologie, weshalb diese 6 Punkte in einen Kegelschnitt zu 
liegen kommen, woraus durch Rücktransposition der Satz folgt. 

Wenn nun 6 Punkte nur zweimal die Transformation II gestatten 
sollen, so müssen sie vier Punkte eines Vierecks mit zwei auf einer 
Diagonale gelegenen Punkten sein. 

Theorem VI. Wenn die 6 Punkte dreimal die Characteristik 
II gestatten, so gestatten sie eine Collineation vom Index 3, welche 
die 6 Punkte in zwei cyclische Tripeln theilt. 

Beweis. Durch Zusammensetzung zweier Characteristiken erhält 
man sofort die Collineation. Die 6 Punkte bilden also zwei dreifach 
perspective Dreiecke. 

Theorem VII. Die Figur VI gestattet auch die Transformation 
(a, a), (0,«), (aa), (a,«}), (a,a}) und umgekehrt. 

Beweis durch Zusammensetzung einer der Characteristiken II mit 
der Collineation des Indexes 3. 

Corollar. Die Transformation VII fordert die Figur VI. 

Theorem VIII. Die Transformation (a, a), ... (a,a), (a,a,) 
existirt nicht. | | 

Beweis. Gemäss meinem Theoreme müsste a, (a,a,a,a,a,)z(a,a,1,a,a,). 
Aber wegen der Wiederholung existirt die ebene Collineation a, in a,, 
a, ina,ina,ina,ina,ina,, also a, ist der 3. freie Doppelpunkt, 
und a,...a, sind in einem invarianten Kegelschnitte, womit aber die 
aufgeschriebene Projectivität unverträglich ist. 

Theorem IX. Die Transformation (a, a,), (a, a;), (a,«,), ... (a,«a}) 
existirt nicht. 

Beweis. Die Geraden a, (a,a,a,a,) entsprechen durch die Trans- 
formation den Geraden a,(a,a,a,a,) und ebenso a,(a,a,a,a,) den 
a,(a,a,a,a,) also haben beide Quadrupel dasselbe Doppelverhältnis und 
daher sind a,a,a,«,a,a, conconisch. 

Theorem X. Die Transformation (a, «,), (a,@), (a,a}), ... (a,«a;) 
existirt nicht. 

Beweis. Die Geraden a,(a,...a,) sind in a,(a,...a,) in a, (a,a,0,@,) 
verwandelte Hieraus folgt die Figur von oben nach V. Aber a,a, 
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ist in sich transformirt, und a,a,, ... ad,a, Schneiden sie in einem 
cyclischen Quadrupel, während a,a,, a,a, sie in einem involutorischen 
Paare schneiden, also a,a,, a,d,, a,a, müssen convergent sein, was 
mit jener Figur unverträglich ist. 

Theorem XJI. Vierfach tritt die Transformation II nur bei 
der Figur zweier vierfach perspectiven Dreiecke auf. 

Bereits ältere Untersuchungen haben bewiesen, dass die einzige 
Figur mit 4 Convergenzen die zweier vierfach perspectiver Dreiecke ist. 

Theorem XII. Die Figur zweier Dreiecke, welche einander 
conjugirt sind, gestattet sechsfach die Figur II, ebenso die Figur dreier 
wechselseitig harmonischer Punktepaare. 

Es ist wolbekannt, dass zwei solche Tripel sechsfach perspectiv 
sind und jeder solchen Perspectivität entspricht eine Transformation 
II. Sind auf drei Seiten eines Dreieckes auf jeder Seite zwei Punkte 
harmonisch zu den Ecken genommen, so liefern dieselben paarweise 
zwei Convergenzen auf der 3. Seite, also insgesammt 6. 


Corollar. Wenn die Figur von einem cyclischen Quadrupel und 
einem involutorischen Paare einer Collineation des Indexes 4 in der 
Ebene 6 mal die II gestattet, ist sie mit der vorigen ersten Figur 
identisch. 


Theorem XIIl Die Figur von 5 cyclischen Punkten einer 
Collineation des Indexes 5 zusammen mit einem freien Doppelpunkte 
ist 10fach Sextupel von Brianchon und gestattet 10 mal die Trans- 
formation II. 

Dies ist eine von Clebsch'') entdeckte Figur, welche nachher durch 
die Untersuchungen von F.Klein weitere Beleuchtung gefunden hat?). 


Theorem XIV. Jede der 6 vorhergehenden Figuren liefert 
durch die 9°, welche sie gestattet und durch ihre Collineationen eine 
endliche Gruppe, welche mit Ausnahme der 1. und 2. Figur typisch ist. 

In der 2. Figur seien p,p, die Punkte, auf welchen sich (ab) und 
d, einerseits und d,, (ab) andererseits befinden, genommen in den cu- 
bischen Involutionen, welche den beiden @° äquivalent sind. Die 
Transposition durch (p,?,«a,)” gibt Reduction auf 5 Punkte und die 
Transposition (a,a,a,)” gibt eine orthanallagmatische Gruppe Keine 
der späteren Gruppen gestattet eine solche Reduction. 


1) Math. Ann. IV p. 284: »Ueber die Anwendung der quadratischen Substi- 
tution auf die Gleichungen 5. Grades und die geometrische Theorie des ebenen 
Fünfseites.«e 8 17. 

2) Weitere Untersuchungen über das Ikosaeder. Math, Ann. XII. Cf. auch 
Schröter M. A. XLI. 
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Theorem XV. Die Gruppe XIII kann auf keine Weise erweitert 
werden. 

Man muss alle Characteristiken, welche ich 1. c. studirt habe, durch- 
gehen, um sich zu überzeugen, dass sie diese Figur nicht. besitzen. 

Theorem XVI. Die 1. und 2. Gruppe kann mittelst einer cu- 
bischen involutorischen Transformation erweitert werden, wenn a, der 
Tangentialpunkt von a,a,a,a, auf einer cubischen Curve ist, welche 
auch durch a, geht. | 

Die Gruppe wird in diesem Falle typisch, aber sie würde reduc- 
tibel bleiben, wenn die Berührungspunkte in a,a,a,a, und der ein- 
fache Durchgang in a, wären. 

Theorem XVII. Die Figur von VI gestattet eine Erweiterung 
der Gruppe in zwei Fällen: 1. wenn die zwei Cyclen zwei Tangential- 
tripel einer selben Reihe einer ©, werden, 2. wenn die C, harmonisch ist. 

Es sind in diesen Fällen bezüglich D, oder D,, möglich. 

Um Nachlese zu halten unter den Gruppen, welche uns eventuell 
noch fehlen, gehen wir alle Classen von Transformationen mit 6 Punkten 
durch (cf. I. Theil $S 8). Es ist nicht bloss nothwendig, die Typen 
durchzugehen, und etwa unter den äquivalenten Formen diejenige aus- 
zuwählen, welche die particulärste Figur hat, sondern um alle Trans- 
formationen aufzählen zu können, welche man über eine der so ge- 
fundenen Figuren vertheilen kann, muss man jede Transformation in 
allen Details kennen, obzwar sie nicht typisch ist. — In Ergänzung 
des in der Preisschrift II. Th. $ 24 Gesagten wird man beweisen, dass 
die Transformation (aa'), (be), db’ in db! in ce mit d, nicht über der Fi- 
gur zweier sechsfach perspectiver Dreiecke construirbar ist. Es existirt 
eine Collineation, welche ab; zu Doppelpunkten, bb'c als Oyclus ent- 
hält, aber d, ist nicht der 3. Doppelpunkt, wie mittelst der Projectivität 
unter den Geraden von a zu beweisen ist. 

B, ist niemals über der Figur zweier 6fach perspectiver Dreiecke 
constructibel. Dies soll eine irrthümliche Bemerkung auf p. 121 meiner 
cit. Abh. corrigiren. Allerdings existiren der BD, äquivalente cubische 
Transformationen, welche jene Figur besitzen. 

0°: (ab'), (be'), « in al inc vom Index 8 verlangt eine Figur, 
welche sich von allen anderen unterscheidet, kann daher in keine end- 
liche Gruppe eintreten. 

Q°: (aa’), (bb'), e' in ce} in ce} in c verlangt Alineation von c’cic;e. 

0°: (cc'), a’ in db, d’ in a verlangt die Rigur eines cyclischen Qua- 
drupels mit Doppelpunkt einer ebenen Collineation (l. c. II. Theil $ 17.1I). 

Q°: (ab'), (be), (cb') mit Doppelpunkt d und involutorischem Paare 
verlangt XII und über dieser Figur ist auch (aa’), (bc'), (cb’) mit Dop- 
pelpunkten möglich, 


IE 


Theorem XVIIIl. Die Figur von zwei 6fach perspectiven 
Dreiecken ist durch birationale Transpositionen über diesen 6 Punkten 
entweder in dieselbe Figur oder in eine einzige andere übertragbar. 

Beweis. Man setzt die Transpositionen durch quadratische Trans- 
positionen zusammen und diese sind von zwei Arten, entweder mit 
einem vollständigen Tripel als Fundamentaldreieck oder mit einem 
Punkte aus einem und zwei Punkten aus dem zweiten Tripel. Ueber 
der zweiten Figur existiren wieder zweierlei Transpositionen, von wel- 
chen sie die eine reprodueirt, die andere zur 1. Figur zurückführt. 


I. Die Gruppe mit aina, b’ind, inc. Lemma. 


Ueber der Figur zweier 6fach perspectiver Dreiecke existirt eine Gruppe 
von 36 ebenen Collineationen. 

Dies sind die Collineationen, welche ein gewisses Paar von har- 
monischen (, des syzygetischen Büschels reproduciren, das durch den 
Schnitt der zwei Tripel bestimmt ist. Die Collineationen sind: 9 In- 
volutionen, 8 vom Indexe 3 und die Identität, welche eine invariante 
Untergruppe zusammensetzen und 18 vom Indexe 4. 

Wenn eine Transformation ein gewisses Fundamentalsystem in & 
über diesen 6 Punkten hat, wird es also, indem man sie mit den 36 
Collineationen zusammensetzt, 36 Transformationen geben, welche das- 
selbe Fundamentalsystem in &, aber verschiedene in &’ haben. Es 
existiren ersichtlich @°, welche ein Fundamentaltripel auf dem einen 
oder anderen der zwei 6fach perspectiven Tripel haben. Ich behaupte, 
dass es keine Q* gibt, welche drei andere der Punkte zum Funda- 
mentalsysteme besässe. In diesem Falle würde auch eine @* existiren, 
welche abc von a’b'c' getrennt hätte und diese Characteristik würde 
entweder D, oder a’ in a, b’ in b, € in c sein müssen, denn die 3. 
existirt nicht (l.c.). Aber in beiden Fällen würden die beiden Tripel 
dreifach perspectiv sein und eine neue Üollineation vom Index 3 lie- 
fern, welche die zwei conjugirten Tripel nicht unter einander trans- 
formiren würde. Folglich gibt es im Ganzen 2-36 Q*. 

Lemma. Es existiren 12 cubische involutorische Transforma- 
tionen, welche die Punkte (ab), (a,d,), d so vertheilt haben, dass (ab), d 
in einem selben Tripel enthalten sind. 

Beweis. Der Kegelschnitt durch das andere Tripel und zwei 
Punkte 9,, p, des ersten berührt 9,9,, p,p, in P,, P,, also p, ist ent- 
halten in der C,, welche Ort der Doppelpunkte der cubischen Involu- 
tion ist, die @p,p,P,p,p} als Fundamentalsystem besitzt, weil diese O, 
der Ort der Berührungspunkte der Geraden durch p, an die Kegel- 
schnitte durch 9,P,P,P, Ist. 


\ 


En 


Es gibt also im Ganzen 12-36 0’. Man schliesst wie für die Q°, 
dass es nur 2:36 0° in der Gruppe gibt. Da sicherlich eine Q° exi- 
stirt, gibt es 36:Q°. Also: 


Theorem XIX. Die Gruppe über zwei 6fach perspectiven Tri- 
peln enthält 18-36 —= 648 Transformationen. 

Die 2. Gruppe, welche ihr äquivalent ist, enthält 648 Transfor- 
mationen, welche sämmtlich von den vorigen verschieden sind, darunter 
auch B, und (aa'), (be'), b' in bi in ce. 

II. Die Gruppe mit B,.. Theorem XX. Jede Transfor- 
mation, welche über ihren 6 Punkten existirt, muss die ©, und das 
äquianharmonische Netz reproduciren (l.c. II $ 26). 

Beweis. Der zweite Theil ist evident, da das Netz vereinzelt ist. 
In dem Büschel F\ von ©, und einer invariantiven Ö, ist der Index 
3. Die Basis eines beliebigen Büschels hat also drei Punkte, durch 
welche drei Curven von F,, ein in sich transformirtes Tripel, gehen. 
Wenn die Ourven des Büschels sich osculiren, ist dieses Tripel coin- 
cident, kann aber nicht mit der €, identisch sein. Also: Der Ort der 
Punkte, wo zwei Curven des Netzes sich osculiren, ist die Curve (,. 
Weder 12 noch 3 ähnliche Netze können existiren. 


Theorem XXI. Die Gruppe von Correspondenzen, welche 
durch die gegenwärtige Gruppe unter den Punkten von C, hervorge- 
rufen ist, ist jene, welche man erhält, indem man die Gruppe von Cor- 
respondenzen, welche durch die Gruppe von Collineationen in ©, her- 
vorgebracht ist, aus einem beliebigen Punkte der C, auf O©, projicirt. 

Beweis. Die Schnittpunktetripel von C, mit den ©, sind unter 
einander transformirt und die Transformation unter dem Büschel ist 
eine Collineation. Die Tripel transformiren sich also wie die Schnitt- 
punktetripel mit den Geraden der Ebene und es gibt 9 coincidente 
Tripel, welche auf 12 Arten selbst Tripel zusammensetzen. Es gibt 
24 Tangentialtripel. Die Collineationen für C, erscheinen also hier 
wieder als Correspondenzen unter diesen Schnittpunktetripeln. 


Wird B,, als bekannt angenommen, so kennt man auch die Cor- 


Ü 
nJ 
abzuleiten und man kann die ganze Gruppe von Üorrespondenzen und 
also die ganze Gruppe von Vertauschungen unter den Curven C, ver- 
vollständigen. Dann folgt: 


respondenz und die Projectionscentra, um sie aus wW—iu= 


Theorem XXII. Die gegenwärtige Gruppe ist die Zusammen- 
setzung der construirten Gruppe von Üorrespondenzen mit der Trans- 
formation /,, welche alle Curven ©, des invarianten Netzes in sich 
transformirt. 


al. 1 ke 


Es gibt in der Gruppe eine 4,, drei Involutionen 5. Ordnung 
und 6 cubische Involutionen (siehe den Beweis für I und 1.c. III 86 
p. 260) welche alle mit /, vertauschbar sind und also 18 vom Index 6 
geben (Typus D,), 18 vom Indice 4, wovon 6 cubisch nnd 12 biqua- 
dratisch sind. Ausser den 2-3 Transformationen B,,, welche hierauf 
gemäss ]. c. III $ 26 vertheilbar sind, existiren 2-6 andere Transfor- 
mationen vom Index 12, äquivalent mit B,,, aber biquadratisch und 
so, dass zwei doppelte und zwei einfache Punkte, wie folgt, coineidiren. 

Durch die drei B,, hat man eine gewisse Zuweisung unter den 
Punkten der zwei Oyclen, etwa 9,9,, 905, P,9, und 92,9, 23, 91950; 
seien die zwei Tangentialcyclen. Die Characteristik bestimmt sich 


dann so: 
2.20 2 


pP, G3P3 P;Aı Q, 
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und 5 andere. Durch die Involutionen entstehen 24 Transformationen 
vom Indexe 3, alle vom Typus der Collineation und 2 sind Collinea- 
tionen ; diese liefern 18 Transformationen vom Index 6, worunter 6 
der Ordnung 5, im Ganzen also 108. | 


Il. Die Gruppe mit DB, Sie enthält nur 9 Involutionen, 
wovon 3 von: 5. Ordnung und 6 cubisch, eine Transformation I,, 
18 Transformationen vom Indexe 6, welche deren Zusammensetzungen 
sind, 24 Transformationen vom Indexe 3, welche durch die involuto- 
rischen Transformationen entstehen, im Ganzen 54. 

Es bleiben noch übrig: die Figur des Hexagons von Olebsch mit 
60 Collineationen und 60 Transformationen 5. Ordnung (von diesen 
hat Clebsch natürlich nicht gesprochen), die Figur von I, welche 
Transformation mit der involutorischen Homologie combinirt werden 
muss, welche die 6 Punkte unter einander transformirt und die anderen 
drei Figuren, welche mehrmals die Transformation Il gestatten. 

Im $4 wird diese Aufzählung als vollständig verificirt werden. 


$ 2. Die durch eine endliche Gruppe von Collineationen anallagma- 
tischen Mannigfaltigkeiten '). 


Dieselben Theoreme wie in IIS5 der Abhandlung: „Neue Theorie 
u.s.w. sind auch für die Gruppen auszusprechen : | 

Theorem XXIII Wenn eine Gruppe von Collineationen eine 
Fläche reproducirt, welche eindeutig auf eine Ebene abbildbar ist, und 


1) Die Verfahrungsarten dieses Paragraphen sind implicite in meiner Note 
der ©. R. de Paris 5. Januar 1885 gegeben. 


Bo: 
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man bildet die in der Fläche enthaltene Umwandlung auf die Ebene 
ab, so erhält man eine Gruppe von birationalen Transformationen !). 

Eine solche Gruppe transformirt ein lineares 00° System von 
Curven in sich, wenn M% in A, ist oder ein lineares oo” System, 
wenn M} in AR, ist. 

Theorem XXIV. Jede endliche Gruppe von birationalen Trans- 
formationen kann als Bild einer Gruppe projectiver Systeme unter den 
Punkten einer M} in ZR, erhalten werden. 

Beweis. Die invarianten linearen Systeme, welche in IIS1 
bewiesen wurden, werden i. A. mit demselben Index wie die Punkte 
der Ebene transformirt und bieten sich für eine Abbildung einer AZ} 
in R, dar und die Gruppe wird als Bild auf M% eine Ah von 
Collineationen haben. 


Theorem XXV. Eine endliche Gruppe von Collineationen in 
I, kann keine andere M} in sich transformiren ausser jener, welche 
als Abbildungssystem eines derjenigen haben, welche durch eine der 
typischen Gruppen von II $ 1 anallagmatisch nd 

Beweis. Alle linearen Systeme, welche briational äquivalent sind, 
dienen immer für die Abbildung derselben M}; in R, und man kann 
sich also mit den Typen begnügen und diese müssen invariant sein 
durch einen der Typen des $1. | 


Theorem XXVI Jede endliche Gruppe im A,, welche eine 
abbildbare M} in sich transformirt, transformirt auch eine cubische 
Fläche oder eine Fläche M} mit (a — 2) facher Geraden oder eine der 
Flächen des Theoremes XXIX in sich. 

Beweis. Durch ein beliebiges der invarianten oo” Systeme, welche 
gleichzeitig für einen vorgelegten Typus einer endlichen Gruppe von 
Transformationen existiren, ist die Gruppe von Collineationen im A, 
vollständig bestimmt und die Gruppe muss also alle M, in sich trans- 
formiren, welche als Bilder diese linearen Systeme haben, welche im 
selben Typus coöxistiren. 

Corollar. Keine endliche Gruppe von Collineationen in R, kann 
eine abbildbare M}; in sich tranformiren, wenn sie nicht holoödrisch 
isomorph ist einer der typischen Gruppen birationaler Transformationen. 


Theorem XXVIL Wenn verschiedene Abbildungsweisen für 
eine selbe M} verschiedene zupgen liefern, sind diese birational 
äquivalent. 


1) Wenn eine Fläche, welche durch ihre eigenen Punkt-k-tupel auf die 
Punkte einer Ebene abbildbar ist, eine Gruppe von Collineationen gestattet, er- 
hält man durch die Abbildung dieser Collineationen eine Gruppe von (k, k) deu- 
tigen Transformationen. 


a 


Denn indem man zwei Punkte zuordnet, welche Bilder desselben 
Punktes auf M7 sind, erhält man eine ein-eindeutige Relation unter 
den zwei Bildebenen. 

2. Diese selben Theoreme gelten auch für die endlichen Gruppen 
birationaler Transformationen in AR. So z. B.: Jede endliche Gruppe 
von birationalen Transformationen in Z£, ist das Bild einer endlichen 
Gruppe projectiver Systeme auf einer M” in R,, r' >r. 

Eine Gruppe in R,, welche eine abbildbare M} in sich transfor- 
mirt, ist holoedrisch isomorph einer Gruppe birationaler Transforma- 
tionen in A,. Das Theorem XXVI kann in 2, erst ausgesprochen 
werden, wenn man die typischen Gruppen für die niederen linearen 
Räume kennt. 


3. Theorem XXVIIIl Die Abbildung projectiver Systeme, 
welche auf einer M}_, durch eine endliche Gruppe von Collineationen 
in A, entstehen, liefert eine endliche Gruppe quadratischer Transfor- 
mationen mit einer gemeinsamen Fundamentalmannigfaltigkeit M/_, = 
(CO) )). 

Corollar. Wenn in Zt, die M; ein Kegel ist, erhält man in der 
Ebene eine besondere Gruppe M,, wo (ab), (a’d’) unendlich nahe sind. 


Theorem XXIX. Die typischen Gruppen mit 7 Punkten sind 
die Bilder der projectiven Systeme einer Gruppe unter den Punkten 
einer M, in k, und jene mit 8 Punkten, einer M) in A, oder einer 
Ar.an N, 

Beweis. Die Curven O,a}...a; dienen für die Abbildung im 
einen Falle und die Curven O,a}...a,;, alle oder nur jene durch qa,, 
im anderen Falle. A priori ist es unerlaubt, eine Reduction in der 
Ordnung von M} vorauszusetzen. 


Theorem XXX. Die Collineationen in A,, welche die Gruppen 


M, liefern, transformiren unter einander die 240 Curven (,p = 0 
einer gewissen Oonfiguration, welche in M;} enthalten ist. 
Diese Curven C, sind die Bilder der Cuvenr y=0,u=(, 


welche über den 8 Punkten zu bilden sind und von welchen wir im 
I. Theil $ 7 sprachen. Jede €, ist in drei Punkten von einer anderen 
C,, in zwei Punkten von 56, in einem Punkte von 126, in keinem 
Punkte von 56 getroffen. 


Theorem XXXI. Die Collineationen in R,, welche die Grup- 
pen 2/7, liefern, transformiren die 56 Kegelschnitte einer gewissen in 
MM, enthaltenen Configuration unter einander. 


1) C£. Rendiconti Ist. Lombardo 1894 (8. und 21. November) meine Note: 
Sopra le trasformazioni quadratiche periodiche nello spazio di r dimensioni. 
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" Diese Kegelschnitte sind auch die Bilder der Curven » = (, 
“= (0 über den 7 Punkten. Jeder Kegelschnitt wird in zwei Punkten 
von 1 anderen, in 1 Punkte von 27, in keinem Punkte von 27 getroffen. 


Theorem XXXII. Jede Mannigfaltigkeit M? mit (n — 2) facher 
R_, in A, ist eindeutig abbildbar auf einen linearen Raum R.. 

Dieses Theorem verallgemeinert ein wohlbekanntes Theorem von 
Nöther. Eine M%, mit (n —2)facher Geraden kann nur entweder im 
R, oder im R, existiren. Im R, jedoch ist sie stets eine Regelfläche, 
denn durch irgend zwei Punkte der M} müsste ein Kegelschnitt der- 
selben gehen als Schnitt mit einem A, durch die vielfache Gerade, 
aber ein derartiges System existirt nicht für n > 4, sodass jener Schnitt 
in zwei Geraden zerfallen muss. 


Theorem XXXIII. Jede Gruppe von Collineationen, welche 
im R, eine Fläche M} mit (n—2)facher Geraden in sich transformirt, 
liefert in dieser M}) eine Gruppe von projectiven Systemen, welche 
durch die Abbildung auf die Ebene eine orthanallagmatische Gruppe 
liefern. 

Das Abblildungssystem dieser M7) ist immer ein System von 
Curven C,,, mit gemeinsamen »-fachen Punkte und dann wendet man 
das Lemma vom II. Theil $1 an. 


Theorem XXXIV. Jede endliche orthanallagmatische Gruppe 
in der Ebene ist das Bild einer endlichen Gruppe projectiver Systeme 
auf einer Fläche M} mit (n—2)facher Geraden oder einer Fläche'), 


1) Jede endliche Gruppe von Collineationen der Form @) 
ee el U lagen La) ner 2 ben 


transformirt eine Mannigfaltigkeit M?_, in sich, welche (n— 2) fach durch die 
Gerade Xg =... = I, = 0 geht. 


Denn die Mannigfaltigkeiten 


21 Pn-a (kg. ..2,) + 23 Dass (23 0. a) + ul) =, 


wo 9,b,x invariant sind durch die endliche Gruppe unter den 23, . .. 2,11 ge 
nügen dem Theoreme. 

Reciprok hat nothwendig jede Gruppe von Collineationen, welche eine Man- 
nigfaltigkeit M"_, (X, X,)""? in sich transformirt, die vorhergehende Form @). 

Indem man nämlich die canonische Form der Mannigfaltigkeit anschreibt 
und die Vertheilung der Glieder gemäss den durch @) angenommenen Factoren 
anwendet, erhält man eine irreductible Mannigfaltigkeit nur dann, wenn die Col- 
lineation die vorausgesetzte Form hat. Ueberdies gilt noch: 

Jede endliche Gruppe von Collineationen der Form @) transformirt auch in 
sich unendlich viele M*, welche (n—2)fach durch X, X, gehen. 


u Re 


auf welcher alle Ebenen eines Büschels eine Anzahl Kegelschnitte 
ausscheiden. 
Denn es giebt eine anallagmatische Curve C, a’”” von unbeschränkt 
hoher Ordnung. Auf derselben wird man nun jedenfalls den Punkten 
der Characteristik noch soviele in sich transformirte Gruppen. von 
Punkten hinzunehmen können, dass dieselben insgesammt 2 = mp — 
(nm —2)(p—2)—2 = 2(m+p) — 6 unabhängige Punkte geben, wo 
übribens m nur der Bedingung © + (m — zn Rn nu —3 
zu genügen hat. (Es wird in den meisten Fällen, deren Discussion 
jedoch zu weit führen würde, möglich sein, m annähernd gleich p zu 
machen). Das durch diese Punkte und a”” gehende System von CO, 
als Abbildungssystem liefert das 'Theorem. | 


$ 3. Die typischen Gruppen von M, durch die Methode der Abbildung 
der cubischen Fläche. 


' Ich habe in der »Neuen Theorie der periodischen Transformationen 
in der Ebene« (Acta Math. 1895) das folgende Theorem bewiesen : 


Theorem XXXV.. Die cubischen Flächen ohne Doppelpunkt 
in :Z,, welche anallagmatische Collineationen gestatten, sind: 


NEAR R FAR HER RER HEN HER HER HER HK A, 
1, VOR 
. KH XS X X, HREX HEN HER + XIX HEN HN X KLAR, 

l. u Au 
. KAKN EX HRIEN NEIN NEN KIN KINN N Re 
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REEL REIN RR ga I oO 
KH X H KARL KIN HIN HN UNIX, i 
ee 17T, Eee 
6. KH RL KIN REN IN HEN IX, 1, 
WEREDOEDIE EL DADEIDE 1, 
B, XL TERN TRIERER. e = 1. LT Dee 
9, KILMLRELREN HR ul 1:1, Ne 
10. KH X3+ X HIN + XIX, HEN, a a a 
IE DEREN ®=-1 L,-I1I 3, —s 
12. KHXaN HEN XIX, ol 1, - ee 
13. XIEH- XIX, + X X, HIN, a 
14. XE+ XEH XIX HXX, ee] Los 


BR 
Theorem XXXVL Die Form 14. gestattet stets die lineare 


Umwandlung in 
17 Fr H(«,, 2,0) = 0 


wo H eine ternäre cubische Form mit 7 = 0. 

Denn die 0, = X+XX,+X,X, hat p = 1 und gestattet eine 
Collineation vom Index 4 und ist also harmonisch. 

Theorem XXXVII Die Formen 4,10, 11,13 gestatten stets 
die lineare Umwandlung in | 


KEN E (Kr iu Hoden 0 
wo E eine ternäre cubische Form mit $ = (0. 
Ich habe anderwärts bewiesen !'), dass wenn eine (Ü, eine Colli- 
neation gestattet, welche den Index 3 und die drei Doppelpunkte in 


CO, hat, die ©, äquianharmonisch ist. 10. und 11. führen sofort zur 
zweiten Form. 


Theorem XXX VIII. Die Formen 3, 8 gestatten immer die 
lineare Umwandlung in 


+ 1%, 2) x) = 0 


wo L eine willkürliche eubische ternäre Form ist. 

Dies hat seinen Grund darin, dass jede €, involutorische Homo- 
logien gestattet. 

Theorem XXXIX. Die Form 12. gestattet niemals eine wei- 
tere Gruppe. | | 


Beweis. Die Form wird Null durch &, = 0, r,—= 0 und durch 
%, — 0), a. +91% = 0. TVeberdies ist die Gleichung befrie- 
digt durch 
ae a Mlnon 
Ar, = NV, 2,4, rate El, A,11%454 WO af 
& 11 Agaı 
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Diese Configuration von Geraden beweist, dass für willkürliche 
Werthe der a,, es unmöglich andere convergente Geradentripel gebe. 


1) Cr. J. Bd. 95. 


2) Ich muss hier die Coefficienten einführen, die bisher, so lange auf sie 
nichts ankam, unterdrückt wurden. 


d 


Ba 1 Due: 


Also die ganze Gruppe muss x, reproduciren und die Formen Ax,+ 
Bx,+ (x, unter einander vertauschen. Für &, = 0 gibt die Form 
n.12...0,,% 40, %%, +4,,%%,, welche 7 = 0 hat und invariant 
sein muss. Ueberdies muss Ax,+ Dx, =:0 ungeändert bleiben, 
ebenso Ax, + Bx,+ (x, und die Tangentenebene im letzteren Punkte 
an Ö,. Also ist die Collineation durch 7, individualisirt. 


Theorem XL. Die Form 5. gestattet die Umwandlung in die 


Form #2 +23 +23 +27 4+2,2%,%,42%,%,%, = 0 mit willkürlichen Coef- 
ficienten. | 
Eine solche Collineation ist also auch für 2x? = 0 vorhanden. 


In jedem Falle ist die Kante X, X, eine Kante des Pentaeders, was 
man beweist, indem man die Polaren der Punkte dieser Geraden nach 
F, bilde. Wenn F, zwei solche Collineationen gestattet, können sich 
die beiden Kanten schneiden oder nicht. Wenn die Kanten sich be- 
gegnen, geben die zwei Collineationen durch Zusammensetzung eine 
involutive Collineation n. 2., welche zweier convergenter Tripel bedarf 
und die Fläche besitzt also n.6. Wenn die zwei Kanten sich nicht 
treffen, ist die Fläche die Diagonaliläche. 


Theorem XLI Die Form 1. besitzt ein convergentes Geraden- 
tripel und umgekehrt. 

Es reicht hin, den 2. Theil zu beweisen. Die 1. Polare des Schei- 
tels zerlegt sich in die Tangentenebene und eine andere Ebene, was 
die involutorische Homologie enthält. / 

Corollar. Die Form 1. gestattet i. A. keine andere Collineation. 


Theorem XLII. Wenn die Form 1. zwei involutoriche Homo- 
logieen gestattet und nur zwei, gestattet sie auch die Collineation n.2. 

Beweis. Die zwei Geradentripel müssen eine gemeinsame Gerade 
haben und durch Zusammensetzung geben die zwei Collineationen 
eine andere, welche alle Punkte dieser Geraden zu Doppelpunkten 
hat. Aber weil auch die Ebenenpaare um diese Gerade dieselben in 
den zwei Homologieen sind, wird die neue Collineation zwei wind- 
schiefe Doppelpunktsgeraden haben, wo dann der Index nicht 3 sein 
kann, weil sonst 2x? = 0 eintreten müsste, qu. e. d. 

Corollar I. Die Form 2. gestattet stets zwei involutorische Ho- 
mologien und zwar in der beschriebenen Art. 

Corollar II. Die 2. Axe trifft zwei Kanten des Pentaeders, 
während die erste eine Diagonale des Pentaeders ist. 


Theorem XLIII. Wenn F‘ drei Homologieen n.1. gestattet, 
sind die drei Centren auf einer Kante c des Pentaeders und die Ebe- 
nen der drei Tripel gehen durch den Gegenscheitel. Diese F, ge- 
stattet immer auch n. 5. 


Be ER 


Denn zwei der Tripel müssen sich auf der Schnittlinie ihrer Ebe- 
nen begegnen und es folgt das dritte. In jeder Ebene durch die 
Kante hat man eine ©,, welche die 3 Tangentenebenen osculirt und 
also eine Collineation vom Indexe 3 gestattet, deren 3. Doppelpunkt 
der Pol von c bezüglich der drei Tangenten ist. Da alle diese Pole 
auf einer Geraden sind, ist die Gesammtheit dieser Collineationen eine 
Collineation des Raumes. Reciprok beweist man leicht: 


Theorem XLIV. Die Form 5. gestattet immer 3 Homologieen 
Indexes 2 wie eben beschrieben. 


Theorem XLV. Die einzige F, mit 4 involutorischen Homo- 
logieen ist jene, in welche die vorhergehende sich specialisirt durch 
die Lage des Gegenscheitels der #,. Diese F', gestattet n. 9. 

Die 4. Involution ist ausgezeichnet in der Gruppe und gibt also 
durch Zusammensetzung mit der Collineation des Indexes 3 eine des 
Indexes 6. Umgekehrt schliesst man: 

Die Form 9. gestattet immer 4 harmonische Homologieen, 3 In- 
volutionen n. 2, einmal n. 5 und einmal n. 9, also insgesammt 12. 


Theorem XLVI. Wenn FF, 5 Homologieen gestattet, gestattet 
sie 6 und die Scheitel sind die Seiten eines ebenen Vierseites des 
Pentaeders. 

In diesem Falle gestattet F, 12 mal die Collineation n. 2 und 
die Gruppe ist die der gesammten Vertauschungen von vier Ebenen 
des Pentaeders, welche die 5. Ebene festhalten. In diesem Falle ge- 
stattet die , also stets auch die Collineation 7. 


Theorem XLVII. Wenn F, 10 Homologieen 1. gestattet, ist 
sie die Diagonalfläche von Clebsch!) und gestattet die 120 Collinea- 
ttonen, welche die 5 Ebenen des Pentaeders unter einander vertauschen. 

Die 12 übrigen Geraden bilden eine Doppelsechs und indem man 
mit dieser abbildet, erhält man die in $ 1 Th. IX erwähnte Figur, 
welche auch der Schnitt mit den 6 Axen Indexes 5 des Icosaeders ist. 


Theorem XLVIII Die cyclische Gruppe n. 6 gestattet i. A. 
keine weitere Collineation. 

Die Fläche besitzt ein einziges convergentes Geradentripel, Schnitt 
von &, = (0 mit dem Polynom in z,, &,, welches invariant bleiben 
muss, also auch die Ebene x, = 0 und der Punkt X,, aber 6. ge- 
stattet keine der übrigen canonischen Collineationen. Wenn ein an- 
deres Tripel existirt, existiren deren wenigstens drei, aber die Fläche 
des Th. XLVII kann keine Collineation des Indexes 4 gestatten, weil 


1) Math. Ann. VI die bereits in $ 1 citirte Abhandlung. 


Be 5,0 


jene, welche eine harmonische Curve gestatten, keine Inflexionsgeraden 
invariant lassen. Dann folgen also weitere Geradentripel. 


Theorem XLIX. Die Form 7. gestattet keine andere Collinea- 
tion, ohne mit der Fläche von 6 Homologieen zu coincidiren. 

Beweis. Die Form enthält zwei convergente Geradentripel und 
um ein anderes zu enthalten, muss sie 4 weitere gestatten. Endlich 
ist wegen der ebenen Configurationen (3,, 2,) und (9,,12,) auszusprechen: 


Theorem L. Wenn die Fläche von 6 Homologieen eine einzige 
andere Collineation gestattet, gestattet sie deren 10 oder 9 (Diagonal- 
fläche oder Form 3). 

Durch Zusammenfassung entsteht nun: 


Theorem LI. Alle Gruppen von Collineationen, welche eine 
cubische Fläche ohne Doppelpunkte in sich transformiren, sind die 
folgenden '): 

I. Die Gruppe von X+L(X,, X, X) = I. 
II. Die Gruppe von X +H(X, X,X,) = I. 
III. Die Gruppe von + X + X +X = |. 
IV. Die Gruppe der Diagonalfläche. 
V. Die cyclische Gruppe der Collineation des Index 8. 
VI. Die Gruppe der n. 5 (3 involutorischen Homologieen). 
VII. Die Gruppe der n. 9 (4 involutorischen Homologieen). 
VIII. Die cyclische Gruppe der Ordnung 4 aus n. 6. 
IX. Die cyclische Gruppe der Ordnung 4 aus n. 7 mit 3 invo- 
lutorischen Homologieen. | 
X. Die Gruppe der Fläche mit 6 involutorischen Homologieen. 
XI. Die Gruppe von n. 2. 
XII. Die cyclische Gruppe der einzigen involutorischen Homologie. 


Es bleiben die mit Doppelpunkten behafteten Flächen zu discu- 
tiren. Wenn ein einziger Doppelpunkt existirt, ist er unveränderlich 
und die Gruppe auf F, einer Gruppe ebener Collineationen äquivalent. 
— Für zwei Doppelpunkte X,, X, bleiben fest die Gerade X, X, 
die Tangentenebene längs dieser Geraden, die dritte Schnittgerade & 


1) Der Anwendung wegen wiederhole ich hier ein Theorem aus Acta Math. 
1895: 

Die Form 14. liefert B,,, 13. B,, 12. (ab’), (be’), @ in al in c, d,, 11. (ab’), 
(be), (ca’), d,, % in % in %,, 10: a in.a, db’ in db; c' ini 9. T,, 8 B,, 7. die’ Col- 
lineation vom Index 8, nämlich ein Quadrupel und ein involutorisches Paar, 6. 
(cc'), a’ in b, b’ in a mit d,, 5. zwei cyclische Tripel einer Collineation, 4. drei 
Doppelpunkte und ein cyclisches Tripel einer Collineation, 3. f,, 2. 2 Doppel- 
punkte und 2 involutorische Paare einer Collineation, 1. die cubische Involution 
(ab), (vb), @= 1...4) dı. 
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mit. der Fläche und ihr Schnittpunkt mit X, X,, sowie der zweite 
asymptotische Schnittpunkt auf & Die Gruppe hat 4 gemeinsame Dop- 
pelpunkte und kann also immer als cyclische Gruppe betrachtet werden. 
Wenn man sich zur Abbildung der Geraden & bedient, hat man Re- 
duction auf M,. Wenn & mit X, X, coincidirt, bleiben die zwei Ebenen 
durch X, X,, welche Geradenpaare enthalten, fest und ebenso ‘diese 4 
Geraden oder sie werden vertauscht und dann bleiben die zur Tan- 
gentenebene conjugirte Ebene und daher vier Doppelpunkte fest. 

Im Falle von 3 Doppelpunkten muss nıan die uni- oder biplanaren 
Punkte, die in der Anzahl eins vorhanden sind, vernachlässigen. Wenn 
die 3 Punkte conisch sind, existiren drei complane Geraden in drei 
Tangentenebenen in X, X,, X,X,, X,X, und deren Ebene X, X,X, 
in einer unveränderlichen Geraden schneidet. Also auch der Pol dieser 
Geraden bezüglich X, X, X, bleibt unverändert und die Gruppe be- 
steht in Collineationen des Indexes 3 und des Indexes 2. Wenn 
die 3 Doppelpunkte biplanar sind, gestattet die Fläche oo” Collinea- 
tionen (s. Cr. J. Bd. 95). — Die Fläche mit 4 Doppelpunkten gestattet 
"nur Collineationen, welche die Ebene der 3 Geraden und ihren Pol 
bezüglich des Tetraeders fest lassen. Die Gruppe ist identisch mit 
jener des Theoremes XLIX. 


S 4. Fortsetzung. 


Ich wende jetzt die Methode des $ 2 auf die hier abgeleiteten 
cubischen Flächen an. 


Theorem LII. Die Abbildung von XII liefert die involuto- 
rische Transformation (ab), (a,b,), .. . (a,d,) mit einem Doppelpunkte. 

Es genügt, in das Abbildungssextupel eine der drei unveränder- 
lichen Geraden zu nehmen. Die Kegelschnitte, welche eine zweite 
schneiden, sind unveränderlich und bilden sich als Gerade eines Bü- 
schels ab'). 


Theorem LIIIl. Die Abbildung von XI liefert zwei cubische 
Transformationen und eine quadratische Transformation (a«a'), (bb'), (cc') 
mit involutorischem Paare ?,?,. 

Beweis. Wenn man mit einem Sextupel abbildet, deren 5 Ge- 
raden die gemeinsame Gerade der zwei Tripel schneiden, erhält man 
eine Gruppe mit einem Büschel unveränderlicher Geraden; wenn man 
aber mit einem Sextupel abbildet, welches zwei Geraden der zwei 
Tripel enthält, erhält man die beschriebene Gruppe. 


1) Acta Math. 1895. Bd. XIX. p. 149. 
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Theorem LIV. Die Abbildung von VI liefert zwei dreifach 
perspective Tripel und also die Gruppe von $ 1 Theorem VI. Die 
Abbildung von VII liefert zwei vierfach perspective Tripel und gibt 
die Gruppe von $ 1 Theorem XI. 

Die Ebene der 4 Centren ist unveränderlich und die Sextupel 
schneiden sie in 3 mit dem 4. Centrum alineirten Paaren und welche 
dreifache Perspectivität mit den Oentren auf der Kante des Pentaeders 
haben. 


Theorem LV. Die Abbildung von VIII und IX liefert den 
Typus (cc'), b' in a, a’ in b (Preisschrift II. Th. $ 1. I) und eine von 
2 cubischen involutorischen Transformationen und einer Collineation 
des Indexes 4 gebildete Gruppe. 

Diese zwei letzteren sind die Folge der zwei Geradentripel, welche 
auf der Fläche existiren. Diese zweite Gruppe ist irreductibel in der 
Zahl der Punkte. | 


Theorem LVI. Die Abbildung von X und V gibt die Figur 
von drei harmonischen Punktepaaren auf den drei Seiten eines Drei- 
eckes und die cyclische Gruppe von (ab'), (be’), @«' in a! an c. 

Für die V s. Preisschrift II $25 und Acta Math. l.c. Bei X er- 
hält man aus den Involutionen n. 1. sechs Transformationen 5. Ord- 
nung und aus den Involutionen n. 2. drei Homologieen. Es sind die 
Transformationen des Indexes 6 des $ 1 vorhanden. 


Theorem LVII. Die Abbildung von XV gibt die Gruppe über 
der Figur von Clebsch des $ 1. Th. XV mit 120 Transformationen. 

Uebereinstimmend mit den 5 Ebenen des Pentaeders existiren 5 
Gruppen X und 5 ausgezeichnete Dreiecke unter den 15, welche über 
den 15 Seiten der 6 Punkte zu bilden sind. Die Gruppe ist holoe- 
drisch isomorph mit der Totalgruppe M, (I. Theil $ 4). 

Man bemerkt auch, dass I eine Untergruppe von II und III. 

Wir haben also das Resultat, dass unter den XII Gruppen der 


letzten Tafel vier nicht typisch sind, nämlich V, VIL XL XL. 


Um die Gruppen I, II, III zu studiren, mache ich die Abbildung 
ganz ausführlich für I, woraus jene von II und III folgt. Es sei j = 0 
die Gleichung einer Wendetangente von ZL, dann kann Z unter die 
Form 7,9,.93 +; = 0 und die Fläche unter 3 +7,59, +1, = 0 ge- 
setzt werden. Wenn 7,...7, die Wendetangenten von L und Ü,gs, Lars 
l,s die Inflexionsgeraden eines vollständigen Tripels sind, sind die 
27 Geraden 


Jh = 
ee 
u 


0, Jr a 
0, Dosen: 
= 


und die 9 dreifachen Tangentenebenen a,, a,,.Q,, d,, b,, d,, 6, 6 € 
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welche ich hier weiter aufschreibe, geben mit den 9 Ebenen u, u, 4,, 
v,v,d,, w,w,w, als Schnitte die 27 Geraden. 


m&,+nex,—2am'n'e x, = 0) 
mx,+ne x.-2amn ex, = 0 2,+42, = 0, 2,+:A, = 0, 2,+8.Ar, = 0 
2 8 ; 
u U U 
ma,+n 2,—-2amn x, = 0 g ! 2 
la, tne®z.-2an lex, = 0 
1 3 2 ER u N ir 
la, +ns 2,.-Ban!le®x, = 0 x,+ Ba, = 0, 2»,+8:Ba, = 0, 2,+8’Bx, — 0 
' 1 3 2 
® ® v, 
la, +n %,—2a a el 3 1 2 
lz,tmex,—-2am lex, —= 0 
1 2 3 in 
+02, =0, 2. +:0x.=d, x, ter, —= 0 
la, +me 2,—2am' Vz, = 0 ‚r08, ‚tr Kon Re Rt 
w 
la, +m x,-2amV x&,=0 3 N 2 


Theorem LVIII. Die Geraden 


w,, (,W;;, (;W,, au; WU, ; A;U; 
(,W; , CW,, ,W,; A,U,, A,U;, AU, 


bilden eine Doppelsechs. 

Indem man die Exponenten von & in den Coefficienten von x, 
durch o, 6, r für a, b, c und durch e', o', T! für uw, v, w bezeichnet, 
schneiden. sich zwei Geraden von b, ce oder von c, a oder von a, b, 
wenn beziehungsweise 

‘o-0= rT-so-o= rt, o0+0o=60+6. 
Hieraus folgt: 


Theorem LIX. Jedes Sextupel schneidet die Ebene x, = 0 
in 6 Punkten, welche in zwei Inflexionsgeraden gelegen sind. Das 
conjugirte Sextupel schneidet in denselben 6 Punkten. 

Die anderen 8 Sextupel desselben Inflexionstripels sind also: 


,W,, 0,W;, C5W,, Az%,, Aydz, AU, | C,%W, 0,5%, 05W,, AyU,, AU, AzU, 
C,W,, Cz;W,, C,W;, A,U,, AzU,, a,U, zW,, 6;%W;, C,W,, A;U,, A,U;, a,u, 
C,W,, 0,W,, 03W;, b;v,, b,v,, b,v, WW, 6,W,, 05W;, b,v,, b,v,, b,v, 
W;, 0,W;, 6,W,, b,v,, b,v,, b,v, 0,W;, 0;W,, 0,W,, b,v,, b,v,, b,v, 
WW, 0,W,, 0,W,, b,v,, b,v,, b,v, A,%U,, A,l;, A;U,, b,v,, d,0ı, b,v, 
WW, 03W;, 0, W;, b,v;, b,v,; b,v, A,U,, A;U,, A,Us; b,v,, b,v,, b,v, 
er Le ke b,v,, b,%,, b,v, A,U,, A;%,, A,U;, b,v,, b,v,, b,v, 
AzUz, AU, SU, b,d,, b,0;, b;v, UzUz, AU,, U, b,v,, b,v,, b,v, 


er Mare 


Theorem LX. Es existiren 9 Doppelsechsen, welche keine 
Doppeldrei mit einer gegebenen Doppelsechs gemeinsam haben. Jede 
von ihnen hat zwei Geraden mit jedem Sextupel der gegebenen Dop- 
pelsechs gemeinsam. 

Beweis. Es gibt in dem obigen Tableau 9 besondere Doppel- 
dreien, welche sich zu 9 Doppelsechsen combiniren. Jede Doppeldrei 
bildet allgemein einen Theil von zwei Doppelsechsen. Eine Doppel- 
sechs enthält 20 Doppeldreien und jede gibt Anlass zu einer anderen. 
Zwei dieser 20 Doppelsechsen sind schon geschrieben, die 18 übrigen 
mit den 9 besonderen geben 27. Es bleiben also 9 Sextupel des 
Theoremes. | 

Um die Transformationen in der Bildebene zu finden, muss man 
nun die Aenderung unter den Doppelsechsen verfolgen. Schreiben 


wir zuerst die Collineationen der Gruppe von F,. Essi® —=1: 
IT: ZUR ah &. En m” et, 2: Pa m lex, x u x,m'l'e” 
m Elan. et amt a A 1 
$ R 
SS: = mnen, u = m’a, cn nee men 
# 
I ee DY min, nm he In een 


Jetzt bleibt übrig, die Transformation der Doppelsechsen zu verfolgen. 
Die J” transformiren die Geraden AU, in A_g4n U... und geben also 
dieselbe Gerade nur für r=e=.». Sie transformiren die Geraden 
b,v, in e,_,w und c,w, in b,,,u 


b) 
en) rw" 


J; transformirt b,v„in db, „v.-. Und a,%, ÄN Cr Wa, Wy IN Azr U 


% 
J” transformirt ce w,inc,_,w,_,_ „und a u,inb, %,_n dd IN AU 


ee Iete 04 
b,v., In D,. 0... 6.10. m m 


0'+—-W 


7 a ‘ 
D; transformirt a,u, in a, ‚U, v-u 


vanaaee 


y S 


b, Ö, ın Ct W or) C, W ın A, U._,_o 


w =; 
D, transformirt a, u ey 


Die Doppelsechs, welche wir für die Abbildung wählten, trans- 
formirt sich in die folgenden: 


» w.ı 
durch J. ın DER, ERRAH a EUR A_,_ 1%, 4r-0) QA_,_. Us QA_;_ Ur, 


b,® 


DO IR r+17 2—r—w) a AA O_3_Uo4r.— un) Q_,_Ug1,—un A_,_U rw 


ö ws 
durch J in a, u,, 4, U HC WO En U a U 


Az u;, Or U,, A sta u, 9 (3; W_u) ns W;_o) (- W,_w 


w: 
durch J,; ım CH Wh) (a4: W,_,0) Cz;_; W,_ 01 b,_, U _o) 0% V,_0) Dr V;_u 
3-—t 

C W;_,_u) G- W,_ 0) (9; W _-n) b,_, V,_u1 De V;_u3 0 Vu 


[63 4 
durch D: MC,W_u, 9, Wu Won, Azl,-o, %ı Un, AzUs_u 


Wu, zW_ 1 Wr-n, Adr_-u, Azdz_-u, A Uı-a 


OR se 


2 / 
durch D, ın Ad, ,U nu) A, ,U;_,_03 d;_, U_,_3 D, URN b,_, 0-0) SEEN 


A,_, U. >) Gy Wr v) Oo, Uno ) Be RER )) b 1-V V_u p) 2—y ® 1-W 
und 


wi +: 
durch (Si ) ın RR Volt) b,_,® 3+r+W) b,, Vurr+0) Ad_,-, U,_,+03 a__, U,_.+0) A_,_. Uz_40 


REN Vantws b._ Vur,4w DET I +0 U_,_. U,_.+w) a_— U, 103 A_,_ U tw 


w—1, 2 
durch (I) m a, U, AU, A 3%Uı, On Wrny Ca Worwy 0,3 Wat 


$s 


Ü,_3 U, h) Aı U, I As u, ) C_34s Wo; 2 WW; NEE Win 


O\—1 : 
durch (I! 1m Wr) Cy4 Wut) (5, W 3+t+0) Pins dur: V,r0; Da rer 


durch (DVP) 


b.,® b,,,® 


Cay Wr) Ct Wayrrw) (a4 W retro) b,,,® 240) 14 7.3+W) 140 


ie 
5 


C, W403 Cz W; ins C, Wins A, Urn) A; Usrny a, Uzra 


Wo, C, Wo) C, Wros a, Ur, A,U;rn) AzU,ru 


un—1 : 
durch (D; ın RN Dan OL Cry Wirt Cor Wintoy Ost Wat 


De Yormnı Or Yoravı Der Yrranı Orr Wahre Orr Wanna Carr Wirte 


Durch diese letzteren 10 Aenderungen sind die Transformationen 
der gesuchten Gruppe vollständig ausgedrückt, indem man voraussetzt, 
dass die C,, welche die Geraden der Ebene abbilden, nicht die Ge- 
raden des ersten Sextupels und zweimal jene des zweiten Sextupels 
schneiden. | 

Statt diese Bilder zu schreiben, bediene ich mich einer zweiten Me- 
thode, nämlich der Clebschischen Abbildung. Seien a,n,, a,n, die zwei 
Directrixgeraden der windschiefen Projection, ein Punkt der Ebene 
m lesei &,,;5, & und ein Punkt der Fläche sei %,, %, I, % 
Dann gehen durch &,, &,, &, die zwei Ebenen 


1) (ma, + n2,—2am'n’x) —a(x,+ Ax) = 0 oder d—aB, = 0 
2) (max, + ner, —2am'n'’x)—P(x,+E&Arx) = 0 oder A-BB, = 0 
2 mE, +n&,— 2am'n’ $, Ei me, + neE,—2am'n EE, 
) Bar AE, , che ARE, 
6 M RR & | 4 
mn —2amn = AZ, m +ns 2 —2amn® = A— 
& ii & B, & &, B, 
& er NR A; 4: 
n(e—1) E, 2Zamn (—1) = ABI uRN 
5, A A 
m(e—-1) 2 —2amn(-e) = As — AZ 
\ &: B, B, 
DE am'n' , ADEBR, 5.2. 2amin’ &A,B,— A,B, 
Aıol ’ n BB Ci)’ € Eu Se den m B,B,(e—1) 


BEE ge 
&:&,:&, = mn B,B,(e-1):(—2am'eB,B,(e—1 )+ 4(e4,B,— A,B,)n) 
:(—2an'e°A4,A,(e—1) +mA(4,B,— 4,B,)) 
Andererseits ist 
n(1—2)2,—2am'n'(1-E)a2,— («—P)x,—Ale—ep)x, = 0 
und bemerken wir, dass die Verhältnisse 1) 2) multiplieirt unter ein- 


ander und mit 


(ma, +n&®&,—2am'n'ex) = — En (x, +4) 


gerade + L,(&,, &, ©) = 0 geben. Also 


ne el N t 2 a — 

n(l1—-E)2,—2am n (l—e)«, («+ 7)@ A(e+ AE — gi 
ns. — lea — Be =) - | 2_2ß- a) £E 

bamn'Ez, (# B?+ta+ B x, Ale —eß+a+ B %,=0 


woraus —, —, —: zur Vollendung der Abbildung gerechnet werden. 
4 4 4 
Um zu vereinfachen, kann man eine quadratische Transformation 
anwenden 


IE = E 


‚IE +m&,+nt, = IE, + mE, +ne, = 


ae 


Er ) 
deren Resultat ich hier nicht aufschreiben will. 


Am einfachsten vollzieht sich die Bestimmung der &,, %, &,, % 
durch &,, &,, &, durch die Bemerkung, dass 


(mx, + nx,— 2am'n' x,) (ma, + nex,— Zam'n! ex,) (ma, + ne’ x,— 2am'n! ex,)— 
—(2,+Ax)(@&, +:Ax)(@,+8&®Ar) = F 


2 


Da die Bestimmung mittelst F, = 0 statt haben muss, wird man 
gleichzeitig die Gleichungen 


ma, + n2,—2am'n x, = alx,+ A&,) 
ma, + nex,—2am'n'er, = P(x, + :Ax,) 
1 
ma, +neEx,—2am'nex, = — GB (x, + e°Ax,) 


‚setzen können. Hieraus durch Multiplication mit passenden Factoren 


und daher 
I IE FR Pe = 


& 3 ei Fe ara] ) . 

' -(@+B:-) mn: | A, + B cB) +2amn («+ Hndee; N: 
4 6 + “ -eeß) +2am'n' (e+.0-5,) m: Bam'n'+A Gr -)| mn 
a) I RN aß 

wo «, ß die Werthe aus 3) haben. 

Die reciproken Formeln werden 

&:8,:8, = [(Imn + 2ae?) B, + Anm A,] [(Imn + 2n) B, + Amn A,]: 

: [(Imn + 2as?) B, + Aam A,]| B, : [(Imn + 2a) B, + Anm A,] B, 
Corollar. Die cubischen Formen der Formeln 1)' sind zu Null 
gemacht durch 


1) 


9)! 


DEE -0 DE =0, Brenn) ie 
a et (42mm) &,—= 0 
EAN RE I FO RL Fans IR DI 


Dar —ue 1er 11 


Denn die biquadratischen Formen in 5 
EN, mE, tn, DrundiE N, ae 0 


sind doppelt befriedigt durch 


und einfach (wegen der Contacte) durch 


Et, mt (tem. 0 
el, mit n, = 0; ne O0 Er mel 
Eee 


Theorem LXI. Die zwei Tripel a,a,a, und b,b,b, sind drei- 
fach perspectiv. 

Die eine Perspectivität ist ersichtlich, weil die zwei Contacte sich 
in Durchgänge über &,8,, &,&, verwandeln und &, = 0, &, = 0 mit 
den zwei festen Scheiteln alineirt ist. Die anderen folgen daraus mit- 
telst der Eigenschaften der Wendepunkte. 

Lemma. Man kann ein Netz von Ebenen eindeutig den Punkten 
einer cubischen Fläche entsprechen machen, sodass Incidenz stattfindet; 
und zwar auf unendlich viele Arten. 

Dies folgt aus der Construction der F', durch drei collineare Ebe- 
nenbündel. 


u ART 


Theorem LXII. Die Ebenen, welche die 6 Geraden eines Sex- 
tupels von F', mit einem beliebigen Punkte derselben verbinden, schnei- 
den eine Ebene des Raumes in 6 Geraden einer Configuration, welche 
die Gruppe I von Transformationen tragen kann. 

Denn alle Netze sind in collinearer Lage unter einander und in 
eindeutiger Incidenzlage mit 7). 


Theorem LXIII. Die Einhüllende ®, der Ebenen, welche 
F, in äquianharmonischen Curven schneiden, ist u? +4 (u,, u, u,) = 0, 
wo A die Cayleysche Curve von L(x,, &,, &,). [Beweis in Note IV. 
a. E. des Buches.] 

Es existiren also 27 Büschel von Ebenen, welche alle die F, in 
C, schneiden. Von keinem dieser Büschel fällt i. A. die Axe in die 
Ebene x, =. | 

Theorem LXIV. Die 36 Quadriflächen, in Bezug auf welche 
die 36 Doppelsechsen ihre eigenen conjugirten sind, schneiden die 
Ebene x, = 0 in den 12 Seitenpaaren der Wendedreiecke und ent- 
halten die Verbindungsgeraden der Gegenecken mit X.. 

Für die Gruppe I fügen sich die folgenden Collineationen hinzu, 
welche F, ungeändert lassen 


Ixi— me’, = Vlle, — me’ x,) 
Ix! + me'x, +2am!a, = — (la, + me’X, + 2am'l'x,) 
"x + mia’, + 2x, (nl—am)) = x, + mix, +2 x, (nl— am) 
u = Ex, 


und die Transpositionen durch DY und J”. 

Es ist sehr leicht zu beweisen, dass wenn man die Configuration 
der 9 Wendepunkte mittelst einer quadratischen Transposition über- 
trägt, welche sich dreier Wendepunkte bedient, man zwei Tangential- 
tripel erhält. Also die 6 Punkte sind in diesem Falle zwei Tangen- 
tialtripel einer harmoniscexen (,. | 


Theorem LXV. Die Fläche 3a: = (0 hat die folgende Ab- 
bildung | 
DE (2) EEE) +E E(&,—E)5 + &E, +): 
(EEE EEE + +E)E: 
(de) 5, Ele Eee t 5, So ee, 
(FE)EEE-PE)-ElE, +8, - DEE EEE, 


und 
8:5, = UHR HR, HR) Rt Erz + Er): (UF R%) (Rt 8;+ 8X, +E%,) 
(2, +82) @, +2%,+2,+%)) 


Rn 


Beweis. Die Directricen sind 


Tl De, 
ta, = 0, rm, = 0 


die Bildebene ist x, = 0 und die Transversalgeraden sind 


rn th +) Sr _ 
g, r 5, 
T, + 0, = Kur! &, (x, + &%,) En = ß 


2 Lt%, _ „Ft 
L,tEX, %t+tE%, 


x, +7, Lt%, 
» n ) 
X, tE%, %tEX, 


f; 


x,trE%, a: —eß (&,+E%,), fi 


&:6:E, — (fi +f) een oder 

Dein +2) +En)::,2, —- 2,8): m, — 20,2, + E%,%) 
Ba Fila," & |, el ne 4: | & { 

| Eu B+2,\:|ea+2% A| 7 reel:lc+, aß 


Diese Abbildung ist verwandelt in eine andere mittelst einer qua- 
dratischen Transformation mit den Fundamentalpunkten 


) & = 0 el 
Se & +8, = 0 +, = 0 
und den Formeln 


1 


2 


und das Resultat ist jenes des Theoremes. 


$, E+Et+E= og EEE N) 


5, 


Die 6 gemeinsamen Punkte der Abbildungscurven sind 


2. 0 DE il 
02° ER U Pre enl 
2, NESERZEN »„, 1-1 ® 


Theorem LXVI. Diese 6 Punkte bilden zwei 6fach perspective 
Tripel 9,9,p, und 9,9, Ps 

Man beweist es, indem man die Polaren von p,, ?,, p, bezüglich 
der zerfallenden Curve 0, 2,P2,+,P,+P,rP, nimmt, welche in der 
That die Geraden 9,P;; P3Pa 232, Werden. 


Theorem LXVII. Die Anzahl der Collineationen der Gruppe 
III und daher der Transformationen der Gruppe I des $ 1 ist 648. 

Beweis. Es gibt 18 involutorische Homologieen mit Bezug auf 
die 18 convergenten Geradentripel; es gibt 27 Collineationen der Form 
2, weil jede Gerade zwei solchen Tripeln angehört; 6 der Form 4, 
welche die drei Gegenkantenpaare als Directrixpaare besitzen, 84 von 
5 entsprechend den 6 Tetraederkanten und den 4. 9 anderen Inflexions- 
geraden in den Ebenen X,; 162 von 7. entsprechend den 6 Vertau- 
schungen des Indexes 4 und den 27 Factoren 1, e, &°, welche den 
3 Variabeln beizulegen sind; 72 der Form 8 entsprechend den 4 Our- 
ven in X,, X,, X,, X, und den 9 Inflexionspunkten als Centren der 
Involution, welche in D, eintritt; 36 von 9, gehörend zu den Tripeln 
alineirter Centren auf den Tetraederkanten und zu den gegenüberlie- 
genden Centren; 36 von 10. entsprechend den drei Gegenkantenpaaren 
und den 6 dazu gehörigen Involutionen; 54 von 11. bezüglich auf die 
27 Geraden von F',; 144 von 13., weil in jeder Ebene X, die Curve 
C, 6 Tangentialcyclen bezüglich auf das Hessesche Dreieck besitzt und 
jeder Cyclus 6 Transformationen liefert. 

2. Beweis. Man kann die Ebenen X, unter einander auf 24 Arten 
und eine beliebige Gerade 9 anderen und eine Berührungsebene durch 
die Gerade, welche frei ist, drei Ebenen durch die entsprechende Ge- 
rade entsprechen machen, also 24.9.8. 

Corollar. Dieselbe Zahl von Transformationen ist in der ebenen 
Gruppe über zwei sechsfach perspectiven Dreiecken (p. 59) enthalten. 

Wenn man drei, Geraden über X, X, und X,X, und drei über 
X, X, und X,X, in ein Sextupel nimmt, so liefern die drei Centra 
auf X, X, und die drei auf X,X, die 6 Homologieen der 6 Abbil- 
dungspunkte. 


Theorem LXVIII. Die Anzahl der Collineationen der Gruppe 
II und daher jene der Transformationen der Gruppe II des $1 ist 108. 

Beweis. Es gibt 9 involutorische Homologieen der Form 1., 2 der 
Form 3., 24 der Form 5 entsprechend den 12 Inflexionsgeraden in der 
Ebene X, = 0, 18 der Form 6 gemäss den 9 Wendepunkten der 
Curve X, = 0, 18. der Form 8, 36 der Form 14 und die Identität. 
Ebenso zählt man: 

Theorem LXIX. Die Anzahl der Collineationen der Gruppe I 
und daher jene der Transformationen der Gruppe III des $ 1 ist 54. 

Durch Zusammenfassung erhalten wir nun das Resultat über die 
Gruppen M, und ihre Ordnungen r: 

Theorem LXX. Die sämmtlichen existirenden typischen Grup- 
pen von Transformationen mit 6 Punkten in der Characteristik sind: 


er 


I. Die Gruppe über zwei syzygetischen Tangential- 
tripeln einer willkürlichen Curve 3. Ordnung d.h. 

über D, r = 54. 
1I. Die Gruppe über zwei syeygetischen Tangentialtri- 
peln einer harmonischen Curve 3. Ordnung d.h. 

über BD, 2.108, 
III. Die Gruppe über zwei syzygetischen Tangentialtri- 
peln einer äqwianharmonischen Curve 3. Ordnung 


(oder die äquivalente über D,) D>.04R, 
IV. Die Gruppe über T, nl? 
V. Die Gruppe über dem Olebschischen Sechseck 12V: 
VI. Die Gruppe über zwei dreifach perspectiwen Dreieckn r = 12. 
VII. Die Gruppe über einem cyclischen Quadrupel und 
einem wmvolutorischen Paare einer Collineation r= 8. 
VIII. Die Gruppe über dem sechsfach ‚Brianchonschen 
Bechseck Pe 24. 


$5. Die typischen Gruppen von M, mittelst ihrer geometrischen 
Figuren. 


1. Alle Transformationen, welche über 7 Punkte verlegt werden 
können, sind: 1. B, mit Doppelpunkt, 2. /, mit Doppelpunkt, 3. B, 
mit Doppelpunkt, 4. B, mit Doppelpunkt,d.Wina,V’ ind, cine 
mit Doppelpunkt, 6. I, mit Doppelpunkt, 7. B/,, 8. B.., 9. B.,, 10. I, 


11. I‘, 12. 4, 13. E,, 14. ©,, ausserdem die cyclischen Collineationen 
und die orthanallagmatischen Transformationen. 


Theoren LXXI. Eine Gruppe von 7 Punkten, wo die 7 Punkte 
unter einander Alineationen oder conconische oder unendlich nahe Lage 
haben, ist reductibel durch birationale Transposition auf eine Gruppe 
mit weniger als 7 Punkten oder auf eine orthanallagmatische Gruppe. 

Beweis. Eine einzige Alineation a,a,a, reducirt die Jacobische 
Curve D, auf D, mit 4 Doppelpunkten und diese D, erlaubt Trans- 
positivn in eine Quartik mit Doppelpunkt, die Gruppe jener in eine 
orthanallagmatische Gruppe. Die Alineationen a,a,«u, und a,a,a, re- 
duciren sofort auf eine Gruppe mit invariantiver ÖÜ,a’”. Die Alinea- 
tionen a,a,a, und a,a,a, geben eine invariantive Q,, welche nur durch 
6 Punkte geht, also Reduction auf M,, ebenso 3 beliebige Alineationen. 
Für (a,a,a,a,a,«a,)’ hat man D, mit Doppelpunkt und orthanallagma- 
tische Gruppe u.s.w. und für zwei unendlich nahe Punkte überträgt 
man in den Fall der Alineation. Hieraus folgt: 

Theorem LXXII. Die folgenden Transformationen können nicht 
in eine irreductible Gruppe M, eintreten: (ad), (ba), (ce) und Qua- 


ir FE 


drupel; a’ in a, d’ in db, c' in ce und Doppelpunkt: (cc'), (ab'), «' in a! 
in a, ina,in c. 

2. Die einzigen Collineationen, welche man auf 7 Punkte ohne 
jene besonderen Lagen verlegen kann, sind: 1. Zwei cyclische Tripel 
und 1 Doppelpunkt, 2. ein cyclisches Sextupel. 


Theorem LXXIII Wenn eine Transformation 8. Grades mit 
7 dreifachen Punkten in Coincidenz existirt mit einer gewissen Direc- 
trixsubstitution, muss diese Substitution immer als Collineation in der 
Ebene wirklich existiren ?). | 

Beweis. Die Transformation ®,(c,y,) existirt immer, man wird 
also eine Transformation (c,y,) zusammensetzen können mit ©, und 
man wird eine ebene Collineation erhalten. E- 


3. Theorem LXXIV. Die Transformation D,, tritt in keine 
weitere Gruppe ein. | 

Beweis. Die Configuration der C, zeigt, dass die Transformation 
keine absolute Invariante besitzt und dass die cubische Curve C,+C, 
einzig ist. Sie muss also invariantiv durch die Gruppe sein und da- 
her auch das durch C} und Ü, gebildete Büschel. Im Büschel sind 
C}, C, einzig und müssen also ebenfalls invariant sein. Die Confi- 
guration der ©, bestimmt die Transformation, welche daher einzig ist. 


Lemma. Durch einen Öyclus einer ebenen Collineation vom In- 
dex 7 gehen drei C}, welche die Spitzen in den drei Doppelpunkten 
haben. Für den Beweis cf. lc. IS 4. 


Theorem LXXV. Ueber den 7 Punkten eines ebenen colli- 
nearen Oyclus existirt eine Gruppe von 336 Transformationen. 

Beweis. Die Jacobische Curve D, des Netzes von Ü, gestattet 
drei Wendepunkte, welche successive ihre Tangentialpunkte sind. Ich 
habe dies für die Collineation vom Indexe 7 und aber auch direct für 
B,., bewiesen, indem ich zeigte, dass die C} sich in den Rückkehr- 
punkten d,, d,, d, berühren. Die D, ist also das eindeutige Abbild 
einer Curve C,p = 3 mit 168 linearen Substitutionen. Hieraus folgen 
dann die 336 Transformationen nach Acta Math. 1895, U. Theil $ 2, 
indem 7 unabhängige Doppeltangenten der ©, als Basis eines Netzes 
von C, und die €, als Uebergangscurve der zugehörigen (1,2) deutigen 
Transformation angenommen werden. 


5. Theorem LXXVI Die allgemeinste Transformation [(ab), 
ab),i=l... 4] mit d,d,, und ®, gibt eine zu (au), (bb), (ce') 


1) Die zwei Transformationen, welche so existiren, sind äquivalent mit 2, 
und mit 7%, nämlich b in a,, d, in a,(@a,b,), (a,b,), (a,b,). 


Be: 


äquivalente Transformation mit zwei involutorischen Paaren und bildet 
so eine vollständige Gruppe. 

Beweis. d,d, können derart gewählt werden, dass keine andere 
Transformation existirt. Für T7,-©®, verificirt man die Ordnung 6 und 
die Zahl 4 der uneigentlichen Doppelpunkte, also m—v = 2. 


6. Theorem LXXVIIL Z,, d, liefert in seiner allgemeinsten 
Form mit ®, eine vollständige cyclische Gruppe, I. 
Wenn man d, willkürlich nimmt, ist es unmöglich, auf die 7 


Punkte irgend eine andere constructible Characteristik zu verlegen. 


Theorem LXXVIII DB, in seiner allgemeinsten Form mit 
d, ‚liefert mit ©, eine vollständige Gruppe, welche noch 7, enthält. 

Die 7 Punkte ordnen sich weder zu einer anderen /,, noch zu 
einer der anderen typischen Transformationen und d, kann niemals ein 
Doppelpunkt der Collineation sein, welche die Tripeln abe, a’b’e' in 
sich überführt. 


Theorem LXXIX. Die Figur der Transformation (ab'), a’ in 
a, ina, in b, c' ine erlaubt immer auch die Transformation (AB'), 
A’ in A, in ©, C’in CO! in B und zwar derart, dass (aA), («A'), 
(a, C'), a,0), (bb), (cC'A!), (cC') eoineidiren. Die zwei Transformationen 
sind permutabel. 

Die 1. Transformation ist äquivalent D,, und mittelst der l.c. ge- 
gebenen Parameter constatirt man die Identität der Punktgruppen auf 
der invarianten Ü. 

Durch die Parameter wird auch bewiesen , dass die Punktepaare 


a,c', a,c, ala], «'b jedes den Abstand Dr haben. Die übrigen zwei 


Paare, welche mit ale und a;c contangential sind, seien [a,][e'] und 
[ai] [el- 

Die 6 Geraden durch [a], welche die Covariante 7’ des Quadrupels 
der Tangenten durch [a] bilden, schneiden C, in 6 Paaren, deren jedes 
auf den ©, des Büschels Involutionen wW— wu und w-+u bestimmen, 
also 12 Involutionen der Ebene. Einen analytischen Beweis für die 
Existenz dieser Untergruppe bringt der nächste Paragraph. 


Theorem LXXX. Die involutorische Transformation, welche 
aus dem Paare a|a| herstammt, ist vom 4. Grade und orthanallagma- 
tisch und besitzt unter den Graden von a eine quadratische Involution. 


1. Beweis. Das Büschel enthält drei Alineationen [a]a’b, [a]a;e, 
[alaze. Der Punkt a’ entspricht dem Punkte b zweimal wegen der 
Berührung in [a], aber indem man [ala kreuzweise mit db, a’ verbin- 
det, findet man, dass dies auf den C, geschieht, welche tangirend an 
ba, a'a in b,a’ sind. Das ist hier eine und dieselbe C,. Also die 

6 


Fundamentalgerade von b geht einfach durch «' und die Fundamental- 
gerade von «a' einfach durch d. Ebenso gehen die Fundamentalgeraden 
von a,,a} einfach durch ce’, c, weil eine einzige Ü, des Büschels c’a 
oder ca in c' oder c berührt. Dies beweist, dass jeder der 6 Punkte 
nur eine Fundamentalgerade hat, welche durch « und den gemäss der 
Alineation mit [a] gepaarten Punkt geht. 

2. Beweis. Man überträgt das Büschel durch eine quadratische 
Transformation ba,a und erhält eine Basis mit einem vollständigen 
Vierseite. Aber die Transformation, welche auf jeder ©, dieses Bü- 
schels die durch dieses Vierseit bestimmte involutorische Correspondenz 
besitzt, ist quadratisch und hat das Tripel der anderen drei Scheitel 
als Haupttripel. Diese drei anderen Scheitel sind die Transformirten 
von [«Je und A'). Die Rücktransposition liefert also eine biquadra- 
tische Transformation a’ ala; a'b.c'c. 

3. Beweis. Auf jeder C, des Büschels befinden sich unendlich 
viele Vierseite, welche [a]a zu zwei Gegenscheiteln haben. Die durch 
Geraden g durch [a] ausgeschnittenen Paare sind von a aus neuer- 
dings in mit [@] in Geraden k alineirte Paare projicirt. Durch eine 
Gerade Jh |g fest vorausgesetzt] sind zwei C, vorgeschrieben. Indem 
man so das Büschel der 4 mit den Paaren durch a schneidet, wird 
man eine Ö, erhalten, welche sich in [ala und eine biquadratische 
Ourve der beschriebenen Art zerlegt. 


Theorem LXXXIL Die fünf anderen involutorischen Trans- 
formationen sind von der 6. und 5. Ordnung. 


Beweis. «a’b ist ein zweites Paar mit der Distanz = Die C, 


seines Büschels berühren sich in «’b. Man nimmt eine Transformation 
(a'’be')’ und wird als Theil der neuen Basis neuerdings ein vollstän- 
diges Vierseit erhalten und daher eine Q*, (4!4,C)’, also durch die 
Rücktransposition eine Transformation Q(C’a’a Caa”b’), wo a, b 
kreuzweise gepaart sind. Ebenso | 

18: 718/ 2042 127,12.72 13 „3 ‚12 „.!2 „„i2 72 

a c"ac.a, ab Ben (1 OO 

TERLIBE RUHE N WORTE 3,13 2 22 M2 „2 

c"araı,c bw ce a, aal’c”b’ a 
für die zwei anderen Paare a’c' und a}. 

Endlich liefern die zwei Paare [a’/|[fe'] und [a;]|[e] direet @*, 
welche a’a,c und bajc' als Haupttripel haben. Denn die Punkte, 
welche jedesmal fehlen, bilden ein vollständiges Vierseit, welches die- 
selbe involutorische Correspondenz bestimmt; also 


1) Mit grossen Buchstaben bezeichne ich bei einer Transposition die den 
kleinen Buchstaben der ersten Ebene entsprechenden Punkte oder Hauptpunkte 
der zweiten Ebene. 


in “lela ea) 
4 


[ec] «@ a’ ale). 


Corollar I. Die Zusammensetzung der 6 involutorischen Trans- 
formationen mit der inhärenten Involution ®, der 7 Punkte liefert 
die Involutionen 7/,: ab’, al’ c*, Ba; Er EEK TERROR 
Blended: 7: a8 a Bar Bahn arearb.nc, 
wo die paarweise stehenden Punkte ei coordinirt sind. 

Corollar II. Die 6 neuen Transformationen bringen auf ©, 


die drei Correspondenzen wW+% = y hervor, deren Centren «', b, a sind. 


Corollar III. Die Untergruppe der 16 involutorischen Trans- 
formationen existirt auch, wenn die C, willkürlich ist und ist dann 
eine vollständige Gruppe (cf. n. 12. in CI). Die 7. Involution produ- 
eirt in C, die Correspondenz, welche ala] als Centrum hat. 


Theorem LXXXII Die drei anderen cyclischen Gruppen der 
Ordnung 12, welche mit B,, äquivalent sind und in der Gruppe des 
Th. LXXIX vorkommen, sind von den Graden 6 und 5. 

Beweis. Die Transposition von 7, durch (a’ba’alc’a,c)‘ gibt: 
ha in le a,ca')’ in (a’a’c’c”b’a/’a‘)” und andererseits Grade 
in C, in (a”ala,be)’ in (al’a’ ba!’ a” cc?) | überdies a in a’bec' aaa, 
in bare! a,a' in (aa, w'c'cba,’)’ | dann a in a’bee'a’a,a, in a’ca,a,b in 
a, abc’ ca'a, | dann c in aa! in ba! in acc'b’a, | Ba c in aa in ba’ 
in acc'aja, | dann a) in ac in be’ in acbaja, | dann a’ in ab in ce’ in 
aa, | db in aa’ in a’a! in abc'alc. Die Characteristik ist also 


(9), (oB)), bıB)), (B.0), By) BL B,). 


Für die zwei anderen Transformationen des Indexes 12 bedarf es 
keiner involutorischen Transformationen mehr. Man setzt einfach die 
eben erhaltene Transformation .mit einer quadratischen Transformation 
(a’b'c)’” zusammen und wird erhalten (a'b'c')’ in e are cıb>a,a) in 
(b*’a/’a/’c”aca') und andererseits (a'b’c')’ in (Wa cc 2. ale Q)° in 
(u a” b* cal ac)’ und dann a in b’c' in ab in ba} (&,), a in b’e’' in aa, 
in ba; (3), c in a’b' in ca in be’ (3), ce in a’b' in acc'a'a, in ca, (2). 
Und die 4. ist die Transposition von 7‘, durch abe, also (abe)’ in 
("ura,c” ba) in (a 2 a” c’b'c’ala})’ und andererseits (abe)“ in 
(a’aı’c” a” ba!c)’ in (a'a!’a/?c*bb' c')’ und dann db’ in ac in aa, in ala, 
erbrimacin aa’ in a) A (2), ce’ in ab in acc’ a,b in ca, (,), ec’ in 
ab in ac’ in a’c(&). Für alle zwei Transformationen hat man die 
Characteristik 


(eß,), (b,Y), (9), a, ß.), (Qsa), (dB), (b10,). 
6* 


u 


Mittelst der Parameter beweist man auch noch, dass stets eine 
involutorische @° existirt, welche als Haupttripel aa’b und als involu- 
torische Paare a’c', a,c besitzt. Ferner 


Theorem LXXXIII. Die Transposition von 7/, mittelst c’ca} 
gibt eine Transformation, welche einen Bestandtheil der Gruppe über 
T,, bilden muss. | 

Beweis. Die Parameter von c'ca! verificiren de +c+a\+3a) = 0; 
die neue "Transformation wird also A} in einem Wendepunkte von C, 
haben. Dies reicht hin, um zu beweisen, dass die neue Characteristik 
dieselbe Figur der 7 Priikib wie die ForSelogih besitzt. Denn die 
gegenseitigen Distanzen sind commensurable Brüche der Perioden, 
welche sich durch eindeutige Transposition nicht ändern ?). 

Ich breche diesen Paragraphen hiemit ab und bringe die vollstän- 
dige Lösung des Problemes der M, im nächsten Paragraphen. 


S$ 6. Die typischen Gruppen M, hergeleitet durch die Methode der 
Jacobischen Curve. 


Alle Transformationen einer solchen Gruppe reproduciren die Ja- 
cobische Curve des durch die 7 Punkte bestimmten Netzes von (, 
und produeiren unter den Punkten dieser Curve eine endliche Gruppe 
von Correspondenzen. Reciprok: 


Theorem LXXXIV. Durch eine endliche Gruppe von Üorre- 
spondenzen in der Jacobischen Curve D, ist eine endliche Gruppe von 
birationalen 'Transformationen unter den 7 Punkten bestimmt. 

Beweis. Jede ©, des Büschels schneidet D, in einem Punktqua- 
drupel und diese Reihe g, ist einzig und also in sich selbst transfor- 
mirt. Die zweideutige ebene "Transformation, die so entsteht, zerlegt 
sich in zwei eindeutige 'Transformationen, deren eine die Wiederholung 
der anderen, wenn ihr Index ungerade ist. Es folgt: 


Theorem LXXXV. Die Gruppe von Transformationen ist iso- 
morph im Grade 2 mit der Gruppe von Correspondenzen in D,. 

Jede Curve D, kann in eindeutige Correspondenz mit einer bi- 
quadratischen Curve » = 3 gesetzt werden, daher: 


Theorem LXXXVL Jede endliche Gruppe von Transforma- 
tionen mit 7 Punkten ist isomorph im Grade 1 oder 2 mit einer end- 
lichen Gruppe von Collineationen, welche eine biquadratische Curve - 
p = 3 in sich transformirt. 


1) Dieselben Betrachtungen sind stets anwendbar, um aus einer vorgelegten 
Transformation der Gruppe alle äquivalenten Transformationen herzuleiten, welche 
in derselben projectiven Form der Gruppe auftreten. 


Ba 


Man kann diese Curve Z, direct an das Netz der CO, anknüpfen 
mittelst der gemeinsamen 'Tangenten von zwei Ü, des Netzes, die sich 
berühren und also aussprechen das 


Corollar: Die Gruppen von M, bringen unter den Tangenten 
der Curve 4. Olasse, welche die 7 Punkte zu Doppelpunkten hat, eine 
endliche Gruppe von Correspondenzen hervor, welche in einer end- 
lichen Gruppe von ebenen Üollineationen enthalten sind. 


Geht man umgekehrt von der Z, aus, welche eine Gruppe von 
Collineationen besitzen möge, so kann man sagen: 


Theorem LXXXVII Mit jeder Curve Z,, welche eine Gruppe 
von Collineationen trägt, ist eine gewisse Zahl von Gruppen M, bira- 
tionaler Transformationen verknüpft. 


Denn setzt man L, von 4. Olasse voraus, so besitzt sie eine ge- 
wisse Zahl (= 273) von unabhängigen Septupeln von Doppelpunkten 
und über jedem existirt ein Netz von C,, dessen Jacobische Curve D, 
von der L, aus eine Gruppe von Correspondenzen empfängt und ihrer- 
seits wieder die ebene Gruppe vermöge LXXXIV bestimmt. 


Theorem LXXXYVIII. Alle Gruppen, welche auf diese Art 
mit der Curve ZL, verbunden sind, sind birational äquivalent. 

Denn man kann von der einen zur Gruppe von Üollineationen 
und von dieser zur anderen Gruppe mittelst derselben 2-deutigen Trans- 
formation übergehen. Umgekehrt: Durch die verschiedenen Wahlen 
des Septupels auf L, muss man alle Gruppen M, erhalten, welche 
einer unter ihnen äquivalent sind. 


Für die isolirten 'Transformationen konnte man sagen, dass wenn 
die Collineation eine oder zwei Tangenten ungeändert lässt, wenigstens 
eine Transformation der beiden entsprechenden auf 5 oder 6 Punkte 
reducibel sei. :Aber für die Gruppen existirt ein derartiges Theorem 
über die Reducirbarkeit der Gruppe in einem solchen Falle nicht, weil 
die vollständige Gruppe alle zwei Transformationen enthält und wenn 
die eine sich in der Zahl der Punkte reducirt, die andere doch sich 
nicht redueirt. 


Um die birationale Transformation zu erkennen, welche einer Col- 
lineation und einem gegebenen Septupel von Z, angehört, muss man 
die Umwandlung der 7 Doppelpunkte in die anderen der 28 Doppel- 
punkte verfolgen. Dann entsprechen diesen Punkten entweder Punkte 
oder Geraden oder Kegelschnitte oder C}, welche über den 7 Punkten 
gebildet sind. Die Transformation in Frage wird alsdann die 7 Punkte 
in diese letzteren Curven verwandeln. Aus meiner Abh. Acta Math. 
1895 II. Theil $ 2 entnehme ich: 


RN 3. 


Theorem LXXXIX. Die einzigen Curven L, mit p = 3, 
welche durch eine ebene Collineation reproducirt werden, sind: 


1. KH HR HR KH RER HER HER HL X, XXI 1 —1 
2. KHK HIER HER HAIR, + XXX, 1A 
3 HALL +HBEXLHMX, X, XIX? 1 ibelkinss 
4. KAHN AH, EX, 17 WW 
5. KHK HURNHX X,X, 1-1 ii 
6. HL LUX HXX, De 1-1 8 
1. MX, +REX, HER, Ken 14.48.28 
SUKEE RER RING 1.1 
9. HR X HIN, at 1 Verte 
10. N+BX,+X; et 14 TE 


Die Zahlen rechts sind die Coefficienten A,, A,, A, der Collineation 
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Diese Collineationen sind nun zu endlichen Gruppen zu combiniren. 


Theorem XC. DieForm 10. gestattet eine Gruppe von 72 Colli- 
neationen. 

Beweis. Die Curve besitzt 4 Undulationstangenten, deren Berüh- 
rungspunkte auf X, X, eine äquianharmonische Form bilden, welche 
die binäre tetraedrische Gruppe gestattet. Indem man diese Substi- 
tutionen mit &) = tx, combinirt, wird man eine Gruppe von 4.12 
Collineationen erhalten, welche die cyclische Gruppe der Homologieen 
2,:1%,:%, als ausgezeichnete Untergruppe enthält. 

Durch jeden der 4 Undulationspunkte der Form gehen 4 Infle- 
xionstangenten, deren 4 Berührungspunkte in einer Geraden durch X, 
sind. Hieraus entstehen weitere 16 Collineationen des Indexes 6 und 
S vom Indexe 3. 

Die Curve besitzt keine absolute Invariante mehr. Denn die 4 
Undulationstangenten bilden mit 4(X,X,) ein Büschel von Z,, welche 
auf jeder Geraden von X, eine Involution mit zwei vierfachen Punkten 
ausschneiden, welche also alle 7 = 0 haben, das Quadrupel auf x, = 0 
hat ı = 0. Also jede Curve des Büschels ist collinear jeder anderen 
Curve des Büschels. 


Theorem XCI Wenn diese Curve einen einzigen weiteren 
Undulationspunkt besitzt, besitzt sie deren 12 und it +3 +3 =. 
Beweis. Das ist eine elegante Consequenz der Existenz der Gruppe. 
Aber wenn die Curve eine Oollineation gestattet, welche X,X, in eine 
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andere Gerade verwandelt, muss sle nothwendig einen weiteren Un- 
dulationspunkt besitzen. Also: 


Theorem XCII Die erhaltene Gruppe von 72 Collineationen 
kann in keine Gruppe als Untergruppe eintreten. 


Theorem XCIII. Die Collineation der Form 9. tritt in keine 
Gruppe von Collineationen mit invariantiver L, ein. 

Beweis. Die Curve Z, besitzt in X, einen Undulationspunkt mit 
X,X, als Tangente und in X, einen Wendepunkt mit X,X, als Tan- 
gente. Sie schneidet X,X, in drei bezüglich X,, X, cyclischen Punk- 
ten, welche Wendepunkte mit Tangenten durch X, sind. Die Curve 
kann also keinen anderen Undulationspunkt besitzen. Wenn eine an- 
dere Oollineation existirte, welche X, in einen anderen Undulations- 
punkt verwandelt, würde dieser als Folge sofort einen Oyclus von 9 
Undulationspunkten haben, und andererseits die 3 neuen Wendepunkte 
von vorhin. Aber die 10 Undulationspunkte mit den 4 ersten Wende- 
punkten erschöpfen schon die 24, also kann die Collineation nicht exi- 
stiren), ‘Wenn sie X, in sich selbst verwandelte, würde sie auch die 
Gerade X, X, in sich selbst verwandeln und daher auch die Gerade 
X,X,, da das Quadrupel auf X, X, äquianharmonisch ist. . Sie wird 
also identisch mit der vorgelegten Collineation sein. 

Theorem XCIV. Die Form 8. gestattet eine Gruppe von 96 
Collineationen. 

Beweis. Durch eine Substitution der X,, X, nimmt die Gleichung 
die Form X +X5+X, = 0 an, welche beweist?): 24 Collineationen 
vom Index 8, 18 vom Index 4, 15 vom Index 2, 32 vom Indexe 3 
und die Identität. Die Curve besitzt 12 Undulationspunkte und die 
‚anderen 16 Doppeltangenten bilden eine cyclische Configuration. 


Theorem XCV. Die Form 7. gestattet immer die Gruppe von 
168 Collineationen. 
. Herr Klein hat (Math. Ann. Bd. XIV »Ueber die Transformation 
7. Grades der elliptischen Functionen«) die 168 Collineationen aufge- 
schrieben und eine genaue Untersuchung der biquadratischen Form 
geliefert. 


Theorem XCVI Die Form 6. gestattet keine andere Gruppe 
ohne mit der Form 10. identisch zu werden. 


1) Das Büschel von 3(X,X,) + X,X, und dem Quadrupel der 4 Wendetan- 
genten enthält Curven, welche alle von derselben Art und also unter einander 
collinear sind. Jede würde 9 andere Undulationspunkte haben, die Hessesche 
Curve wäre dieselbe CO, für alle und invariant, was nicht möglich ist. 

2) Cf. W. Dyck: Math. Ann. Bd. 17. 
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Beweis. Die Curve besitzt eine Undulationstangente, welche un- 
geändert bleibt und 4 Wendetangenten, deren Berührungspunkte ali- 
neirt sind. Für die Vorraussetzung, dass der Punkt X, ungeändert 
bleibt, sieht man, dass X,X, und X, fest sein müssen. Es wäre nur 
möglich eine fernere Substitution x,: —x,:Ax,, welche dann nothwen- 
dig mit der gegebenen Substitution zusammenfällt. Wenn Z, einen 
anderen Undulationspunkt auf X,X, gestattet, hat sie sofort £ und ist 
daher die Form 10, wenn ausserhalb X,X,, hat sie deren 6 und 24 
andere Wendepunkte, was widersprechend ist. Ä 

Theorem XCVII. Die Typen 4. bis 7. von Jordan lassen keine 
biquadratische Curve ungeändert. 

Die geometrische Deutung liefert sofort, dass die niedersten Our- 
ven (ausser ©, und C,) von der 6. Ordnung sind. 

Theorem XCVIIL Die Form 5. gestattet i. A. eine Gruppe 
von 16 Collineationen, aber sie gestattet keine andere, ohne mit 10. 
oder 8. zu coincidiren. 

Beweis. Man kann sie in die Form +23 +23+x/x2) bringen 
und sie gestattet dann die Collineationen 1, —1, —1; 1, —1,1; 
1,1, —1; 1, —1,:; 1, —1, -—i, aber auf drei Arten. 

Theorem XCVIIIl Die Form 4. gestattet nur 16 Collinea- 
tionen und gestattet keine andere ohne mit n.5 oder n.7 zu coincidiren. 

Beweis. Die Form in X,, X, kann auf drei Arten in die Form 
gesetzt werden, wo nur die Biquadrate und Quadrate vorkommen und 
so folgt, dass 6 Centren von Homologieen auf X,X, vorhanden sein 
müssen. Ueberdies existiren Oollineationen &,:—x,: Fiw,, —x,:2,: 
:&ix,, 3 mal, also 6+6-+4 Üollineationen. 

Theorem C. Die Form 3. gestattet keine andere Collineation 
ausser 1., ohne mit einer der schon erhaltenen Gruppen zu coincidiren. 

Beweis. Das Coordinatendreieck muss ungeändert bleiben und 
X,X, die Centren der Perspectivitäten enthalten, welche in der Zahl 3 
vorhanden sein werden. Es sind die Centra für die beiden Punkte* 
tripel auf &, = 0, ©, = 0. Wenn das Coordinatendreieck nicht fest 
bliebe, und dieselbe Collineation auf einer anderen Doppeltangente exi- 
stirte, würde man mittelst der Permutationen unter den 28 Doppeltan- 
genten Collineationen eines Indexes > 3 haben. 

Theorem CI. Die Form 1. gestattet nur 6 Perspectivitäten, 
deren Uentren auf der Axe X, X, sind, oder 15, deren Centra gleich- 
zeitig auf allen 3 Coordinatenaxen sind. 

Diese Gruppen gehören zu den Formen x: +22 f, (a, #2) +f, (22, &2) 
= 0wh=a(@@i+aa+a), fi — a, +22), oder zu at+ai+ai 
+a(@7 2, +2,%,+%%) = 0, wo aber nunmehr keine Coefficienten un- 
terdrückt sind. 
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Theorem CII. Die endlichen Gruppen von Collineationen, 
welche eine L, mit p = 3 in sich transformiren, sind also: 


1. Die Gruppe der Curve +f(X,..X,) = 0 mit: —= (0 für f. 

2. Die cyclische Gruppe des Indexes 9. 

3: Die Gruppe von a, X +,X;+a,X = (0. 

4. Die Gruppe von , U X,+4,XX,+4,XX, = |. 

5. Die cyclische Gruppe von &,, —%,, &,2, der Curve 

u +, +, +, XXL = I. 

6. Die Gruppe von a, X +0,X+a,X+a,XX; = /. 

7. Die cyclische Gruppe von z,, 8,%,, &7, von ,X,+q4,X,X, 
+4, X3X, +4, X1X,X,+a,X3X3 oder 

8. diese mit drei involutorischen Perspectivitäten '). 

9. Die cyclische Perspectivität des Indexes 3 allein. 

10. Eine einzige involutorische Perspectivität. 

11. Drei involutorische Perspectivitäten. 

12. Sieben involutorische Perspectivitäten. 

13. 15 involutorische Perspectivitäten, 6 Collineationen vom Indexe 6, 
zwei vom Indexe 3. 

14. Die Curve Z, ohne Collineation ?). 


Die Curve 14. liefert den Typus ®, allein, die Curve 10. liefert 
zwei involutorische Transformationen, von denen eine eine C, mit Dop- 
pelpunkten hat, während die andere vier Doppelpunkte besitzt. Die 
zwei Transformationen sind also äquivalent mit der cubischen Involu- 
tion und mit (aa’), (bb'), (cc). Die Curve 9. liefert die Transformation 
A, mit d, und IY. Die Curve 11 liefert 8 Transformationen, welche 
drei ©, mit willkürlichem Modul invariant lassen. Um die Gruppe zu 
haben, genügt es, in einer cubischen Involution zwei invariante CO, so 
zu nehmen, dass die drei Öurven sich in Paaren schneiden, welche auf 
den drei Curven drei contangentiale Quadrupel bilden. Die Curve 2. 
gibt ersichtlich die eyclische Gruppe von D,, (cf. Acta Math. 1895). 
Hier kann man einen wichtigen Schluss machen. Wenn man durch 
eine Q* überträgt, welche die Hauptpunkte über den 7 Punkten hat, 
erhält man verschiedene äquivalente Transformationen. Keine dieser 
Transformationen kann dieselbe Figur wie D,, haben. Denn sonst 
wäre es möglich, sie passend auf die Figur von BD, zu übertragen und 


1) Dieses ist die Untergruppe G} von Klein M. A. XIV. p. 441. 

2) Um etwaigem Zweifel zu begegnen, bemerke ich, dass das Büschel der L,, 
welche 4 willkürlich gegebene Undulationspunkte haben, keine Curve enthält, 
welche durch die octaedrische Gruppe von Collineationen über den vier Punkten 
invariant wäre. 
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mit D,,:zu einer endlichen Gruppe zu combiniren. Also: Die Figur 
von D,, ist durch keine Transposition in eine ihr projective Figur ver- 
wandelt. 

Der Form 6. entspricht eine vollständige Gruppe von 32 Trans- 
formationen, welche durch E, bestimmt ist. Sie enthält als Untergruppe 
die Gruppe 12. Es wäre mittelst der Methoden des $ 6 sehr compli- 
cirt gewesen, zu beweisen, dass %, immer 2.12 andere Transforma- 
tionen gestattet. 

Die Gruppe 8. ist, wie man weiss '), eine Untergruppe der Gruppe 
4; aber sie existirt auch in allgemeinerer Form als vollständige Gruppe. 
Sie besitzt eine zerlegte invariante Ö,. Die eine Transformation kann 
quadratisch gemacht werden, indem a,a,a, der Transformation I Haupt- 
punkte werden und mit a,a, b,b als involutorischen Paaren. Die an- 
deren Transformationen entstehen durch Zusammensetzung mit I". 

Die Gruppe 4. liefert 336 Transformationen; und um dieselben zu 
rechnen, hat man mittelst der Gleichungen der 28 Doppeltangenten 
ihre Vertauschung durch die Collineationen zu verfolgen und durch 
meine Acta Math. 1895 angegebene Methode zu übertragen. 

Ueber die Form 1.'!) will ich noch bemerken, dass die drei zu 
b,, äquivalenten Transformationen, welche in der Gruppe 1. vorkom- 
men, weder B,,, noch (ab'), a’ in a! in a) in b, ec’ in c sein können, 
wenn die erste "Transformation von dieser Art ist. 

Denn die Curve C, müsste auch durch die neue Characteristik in- 
variant sein und da a ein Wendepunkt ist und die Gerade cc’ durch 
eine Ecke des Hesseschen Dreieckes geht, so sind diese drei Punkte 
unter den 7 Punkten auf ©, bestimmt und hiermit die‘ ganze Charac- 
teristik. 

Theorem CIII. Es gibt drei verschiedene Formen der 1. Gruppe, 
je nachdem 0, 1, 2 Curven C; existiren, welche ihre Spitzen auf einem 
der 7 Punkte haben. | 

Beweis. Zwei Septupel der Form 1., welche gleich oder ungleich 
gelegen sind mit Bezug auf die 4 Undulationstangenten, liefern gleiche 
oder ungleiche Gruppen. 

Die Gruppe, welche 3. entspricht, ist vollständig durch die Trans- 
formation (ab'), (be'), @ in a; in c vom Indexe 8 bestimmt, welche sie 
enthält und zwar wegen des 'Th. XC0IV. Die Septupel sind von 3 
Arten, je nachdem sie eine oder zwei Undulationstangenten besitzen 


1) F. Klein 1. c. 

2) Das Studium dieser Curve ist ebenso interessant wie jenes der von Herrn 
Dyck studirten Curve 22a -+x2% = 0, ist aber von Masoni in seiner Abhand- 
lung über die Curven 4. Ordnung mit Undulationspunkten übersehen worden. Die 
zwei Curven unterscheiden sich durch eine Invariante © = 0 oder J—=(. 
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oder keine. Es gibt also drei projectiv verschiedene Formen dieser 
Gruppe und man erhält sie, indem man auf alle möglichen wesentlich 
verschiedenen Arten drei Hauptpunkte einer Q* auf die 7 Punkte ver- 
legt, deren Parameter auf der invarianten ©, gegeben sind. Die Ver- 
gleichung der Parameter 1. c. p. 138 und p. 289 würde auch das Re- 
sultat liefern, dass E, und die Transformation von II $ 25 n. 4 ver- 
träglich sind. Jedenfalls ziehen wir aus der Gleichung den Schluss: 


Theorem CIV. Wenn die Transformation E, eine harmonische 
C, mit lauter Doppelpunkten hat, bildet diese mit zweien der inva- 
rianten C, des stets vorhandenen Büschels zwei andere Büschel von (,. 
Durch Zusammenfassung dieser sämmtlichen Interpretationen folgtnun 


Theorem CV. Die typischen vollständigen Gruppen mit 7 Punk- 
ten sind: 


I. Die Gruppe, welche DB, enthält vu = 14A. 
II. Die Gruppe, welche B,, enthält r — 336. 
III. Die Gruppe, welche (ab'), (be), «' in a, in c; d,d, 
enthält 2.109, 
IV. Die Gruppe von T', mit drei Involutionen ri 10, 
V. Die cyclische Gruppe von D,, ls 
VI. Die Gruppe von D, mit 4, zul 
VII: Die cyclische Gruppe von I‘ Be! 
VIII. Die cychsche Gruppe von IT‘, Be: 
IX. Die Gruppe der allgemeinsten E, PR 
X. Die Untergruppe von III, welche 15 Imvolutionen 
enthält, in allgemeinster Form ein 
XI. Die Gruppe von 7 Inmvolutionen mit ©, nl, 
XII. Die Gruppe von 3 Involutionen mit ©, RT 
XIII. Die cubische Involution mit ©, r—=4. 
XIV. Die Transformatian ©, in allgemeinster Form n——2 


$ 7. Die typischen Gruppen von M, hergeleitet aus den geometrischen 
Figuren. 


Alle Transformationen, welche auf 8 Punkte verlegt werden kön- 
nen, sind: 1. B, mit involutorischem Paare oder zwei Doppelpunkten. 
2. 4, mit zwei Doppelpunkten. 3. 5, mit zwei Doppelpunkten. 4 DB, 
mit zwei Doppelpunkten oder einem involutorischen Paare. 5. win a, 
b' in b, c' in ce mit zwei Doppelpunkten oder einem involutorischen 
Paare. 6. I‘, mit zwei Doppelpunkten oder einem involutorischen 
Paare. 7. B/, mit Doppelpunkt, 8. 5,, mit Doppelpunkt. 9. 5, mit 
Doppelpunkt. 10. I” mit Doppelpunkt. 11. IT) mit Doppelpunkt. 12. 
JS, mit Doppelpunkt. 13. Z, mit Doppelpunkt. 14. DB, 15. D.. 


16: 2, HET TR er AI ER 22, Erz 
24. H,. 25. L. 26. N, 27. ©, mit Doppelpunkt. WUeberdies sind 
die orthanallagmatischen Transformationen und die homographischen 
Oyclen, die über 8 Punkten gebildet werden können, zu discutiren. 

Theorem CVI. Eine Gruppe mit 8 Punkten, wo die 8 Punkte 
Alineationen oder unendlich nahe Lagen haben, ist reductibel durch 
birationale Transposition auf eine Gruppe mit weniger als 8 Punkten 
oder auf eine orthanallagmatische Gruppe. 

Beweis. Eine einzige Alineation a,a,a, reducirt die Ordnung 
der Curve D, auf 8 und diese D, überträgt sich birational in eine 
Curve D, mit 7 Doppelpunkten. Eine Transformation, welche D, in 
sich transformirt, kann keinen Fundamentalpunkt ausserhalb dieser 7 
Punkte haben, wegen der Relation 3(n—1) = Ze, also ist die Gruppe 
auf 7 Punkte reducirt. Für zwei Alineationen a,a,a, und a,a,a, bleibt 
D, mit zwei dreifachen Punkten und durch birationale Uebertragung 
eine Ourve D, mit 7 Doppelpunkten und einfachem Punkte, also ist 
die Gruppe reducirt auf 7 Punkte. Für zwei Alineationen a,a,q,, 
a,a,a, reducirt sich D, auf D, und durch birationale 'Transposition 
hat man D, mit 4 Doppelpunkten und endlich D* mit einem Doppel- 
punkte. Für drei Alineationen, welche a, gemeinsam haben, dasselbe 
Resultat. Für a,a,a,, a,a,a,, a,a,a, hat man 'Transposition von D, 
auf eine C,, welche nur durch 7 Punkte geht und also Reduction der 
Gruppe auf 7 Punkte. Für a,a,a,, a,a,a,, a,a,a, hat man Transpo- 
sition von D, auf D, mit a,, also auf orthanallagmatische Gruppe. Für 
(a, a,a,a,a,a,)” hat man Reduction von D, auf D, und Transposition 
von D, auf D, mit 7 Doppelpunkten und einfachem Punkte und daher 
Gruppe mit 7 Punkten und ebenso für alle anderen conconischen La- 
gen. Für zwei unendlich nahe Punkte wendet man eine Transposition 
auf eine Figur an, wo wenigstens eine Alineation erscheinen wird 
und die Gruppe wird in Folge des Vorigen reducirt oder reductibel sein. 

Theorem CVII. Die folgenden Transformationen können nicht 
in Gruppen vorkommen, welche nicht auf 7 Punkte oder auf eine orth- 
anallagmatische Gruppe redueirbar sind: (ab’), (be'), (ca) mit d, und 
i,i,; (ab), (ba’), (cc') mit Quintupel; (aa'), (bb'), (ce) mit d, und zwei 
involutorischen Paaren; (ab'), (be'), « in a in ce mit d, und %i,; B, 
mit 2,%,; B, mit d.d,; a' in a, b' in b, ec in ce mit dd, oder’ mit 
v5 D, mit. d,,:d, oder i,50Bi, mit d, vB, uiid ıb mia 
mit d,; I, mit d,; B, mit d,, d, oder 2, %,. | 

Beweis. Ich muss meine Resultate über die Eigenschaften dieser 
Transformationen benützen, wie sie aus meiner Preisschrift zu schöpfen 
sind. II. $ 30 sagt, dass (ab), (be'), (ca) Alineation verlangt, (ab'), 
(ba’), (cc') erfordert für das Quintupel einen Kegelschnitt durch ab; 
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(aa'), (bb'), (cc') durch d’, a, d, c und die involutorischen Paare eine 
Q,. 8 25 sagt, dass (ab'), (be’), a’ in u; in ce die Punkte a’cd,i, ali- 
neirt hat; $ 12 sagt, dass D,:,', eine Alineation durch 6” gibt; $ 19, 
dass D, eine CO} durch d?d, gestattet; $2 dass a’ in a,b’ ind, c' in 
c mit d, bereits Alineation liefert, ebenso mit ?,?,, S 20, dass D!, eine 
0} mit d? und einer Alineation a/c,d, und einem Büschel von ©, mit 
Berührung in d, besitze; 8.21, dass D,, drei GC, mit d} gestattet; 
$ 26, dass O;did, existirt, III S9 VI1. sagt, dass d, mit drei Punkte- 
paaren der Characteristik alineirt ist, III Ss9 VI 9. und 10 sagen, dass 
I, 4 C} durch d,, d;, d;, d; und die Alineation a,b,d, hat und T/ d,d, 
auf der Geraden a,d,.. — Auf alle diese Transformationen erstreckt 
sich also das Theorem CVI. 

Theorem CVIII. Die folgenden orthanallagmatischen Trans- 
formationen können sich in keiner Gruppe .M, vorfinden, welche nicht 
auf 7 Punkte oder auf eine orthanallagmatische Gruppe reductibel ist: 
Bern bb in a mit d,d.d,; :(ab), (ab). =:1...6; (cc');.@! in 
a, in b, b’ in b, in a mit d,; (cc), (ab'), a’ in a! in a, in a, in b mit 
d,; (ab), (a,b), (a,d,), d, ina,, db, ina, mit d,; (ab), (a,d,), d, in a, 
Denn, db, ın.a; (cc), (ab'), a’ in a; in.a! in,b mit d,d,, (ec'),.(ad"), 
a' in a! in D mit d,d,d,. 

Denn mehrere besitzen Kegelschnitte durch 6 Punkte, andere 
Alineationen durch drei Punkte. 

Theorem CIX. Die einzigen typischen Octupel in der Ebene, 
welche Collineationen erlauben, sind jene, welche aus zwei cyclischen 
Tripeln und zwei Doppelpunkten einer Collineation bestehen. 

Beweis. Eine involutorische Perspectivität lässt sich nicht ohne 
Alineation auf 8 Punkte arrangiren; für den Index 5 ist es ersicht- 
lich; für 7 habe ich l.c. I $ 4 bewiesen, dass eine UO;dja,...a, exi- 
stirt, wo d, ein willkürlicher Doppelpunkt ist. 

Theorem COX. Wenn die Transformation & 17. Ordnung mit 
8 sechsfachen Punkten mit einer gewissen Directrixsubstitution be- 
steht, muss diese Substitution auch wirklich als Collineation in der 
Ebene bestehen. 

Beweis. Die Transformation (e,&,) existirt ohne Bedingung, und 
indem man (e,g,) mit (e,g,) zusammensetzt, hat man e, in (ee. - .) 
in e,, also Collineation. 

Corollar. Die einzigen existirenden Transformationen & sind 
also (e,&)) und (e, 8), (e, &), (e, &,); (e, &), (% 8,) (e,8,); (e, &,); (& &,). 

Theorem CXI. Der Typus D,, tritt in keine umfangreichere 
Gruppe ein. 

Beweis. Er besitzt eine feste Curve €, und eine feste 0}. Alle Q, 
des Büschels sind C, und die 5 anderen O5 bilden einen Oyclus vom 


30 


I 


Index 5. Aber 6 binäre Elemente dieser Lage gestatten keine andere 
binäre Projectivität. Durch den Punkt d, ist die D,, eindeutig bestimmt. 


Theorem CXII. Der Typus D,, bildet ebenfalls eine vollstän- 
dige Gruppe. 

Beweis. Die ©, des Büschels sondern sich in Decatupel einer 
Projectivität, deren 10fache Elemente C} und C, sind. Es existirt keine 
von ihren Wiederholungen verschiedene Projectivität, welche diese In- 
volution in sich transformiren könnte und D,, ist vollständig durch d, 
bestimmt. 


Theorem CXIII. Der Typus E, gestattet als binäre Form 6. 
Grades der 6 Curven C; seines Büschels jede denkbare Sextik. 

Beweis. Die Parameterrechnung , welche ich in der Preisschrift _ 
IV S 3 gegeben habe, beweist, dass man auf C, zwei willkürliche 
Inflexionstripel nehmen kann, welche dem Hesseschen Dreiecke ange- 
hören und noch willkürlich die Correspondenz W + eu =y. Dies ist 
in Uebereinstimmung mit den drei absoluten Invarianten der Sextik. 
Denn es ist unmöglich, die Inflexionstripel von ©, collinear unter ein- 
ander zu übertragen. 


Theorem CXIV. Die einzigen Gruppen von Transformationen, 
welche eventuell mit einem Büschel von C, mit 6 Curven O3 existiren 
sind jene, wo die 6 GC; sind 1. zwei involutorische Paare und zwei 
Doppelelemente einer einzigen Involution 2. drei involutorische Paare 
einer einzigen Involution 3. drei involutorische Paare einer octaedri- 
schen Form oder ein cyclisches Quadrupel und zwei Doppelelemente 4. 
zwei willkürliche cyclische Tripel 5. ein cyclisches Quintupel und ein 
Doppelelement 6. ein cyclisches Sextupel. 

Die binären Elemente gestatten keine anderen Fälle von Gruppen 
von Projectivitäten. Der 5. Fall liefert D,.. 


Theorem XCV. Eine involutorische Transformation über 8 
Punkten ohne besondere Lage, welche die ©, des Büschels unter ein- 
ander mit dem Index 2 vertauscht, ist nothwendig äquivalent (ab), 
VRRES MR | 

Denn ®, transformirt alle C, in sich und würde überdies nach 
CIX zu beseitigen sein, ebenso wie Collineation. 


Theorem CXVI Die allgemeinste Transformation (ab), (a,b), 
i=1...4 mit d,d,d, setzt mit 2, eine vollständige Gruppe zusammen. 

Die 3. "Transformation der Gruppe ist involutorisch und äquivalent 
demselben cubischen Typus. 


Theorem CX VII. Eine Transformation des Indexes 4 über 
8 Punkten ohne besondere Lage, welche die Curven nach dem Indexe 
2 vertauscht, ist nothwendig äquivalent mit L. 


Zen. 


Es ist nothwendig, zum Beweise auf die Aufzählung der Typen 
zu recurriren, welche ich nach zwei verschiedenen Principien gegeben 
habe und zwar in Folge der noch unvollkommenen Kenntnisse, welche 
man über die Büschel von C, besitz. Man bemerkt nun, dass E, 
nicht die ©, mit dem Index 2 unter einander vertauscht und dass 
kein anderer Typus des Indexes 4 sich mit den 8 Punkten verträgt. 


Theorem CXVIII. Die Transformation /, bildet im allge- 
meinsten Falle eine vollständige (cyclische) Gruppe. 

Denn der Punkt d, bestimmt die Transformation und es hängt 
also von der Structur des Büschels ab, ob der Index 2 die cubische 
involutorische Transformation oder die Transformation /, herbeiführt !). 


Theorem CXIX. Die Transformation Z, und d, bildet mit 2, 
eine vollständige Gruppe. 

Beweis. Die Transformationen, welche die ©, des Büschels von 
E, in sich transformiren, sind mit E, erschöpft und es existirt kein 
anderer Typus mit 8 Punkten, welcher ein Büschel harmonischer Cur- 
ven besässe. Es wäre zu lang, hier alle Typen durchzugehen, wo ein 
Büschel von ©, mit wülkürlichen Moduln erscheinen kann, aber das 
Resultat scheint mir unbestreitbar. 

Uebrigens würde die Transformation nicht mit E, vertauschbar 
sein können, weil die Zusammensetzung mit &, mit (cc), d’ in a, «' 
in db vertauschbar sein, also orthanallagmatisch sein müsste. Aber das 
Theorem CXI zeigt, dass keine andere Transformation als (cc’), a’ in D, 
b' in a zulässig ist. Sie müsste also vom Index 8 sein und sicher 
verschieden von /,. Wir hätten also zwei neue Typen des Indexes 
8. Sofern meine Typentafel nicht falsch ist, ist die Wahrheit des ge- 
genwärtigen Theoremes aufrecht zu erhalten. 


Theorem CXX. Eine Transformation des Indexes 6 über 8 
Punkten ohne besondere Lage, welche die Ü, eines Büschels mit dem 
Indexe 2 vertauscht, ist nothwendig äquivalent mit /7,. 

Die C, sind nothwendig äquianharmonisch. Die 3. Wiederholung 
ist gemäss OXV äquivalent [(ab), (a,d)” und die 2. mit N, und in- 
dem die Betrachtungen in der Preisschrift IV $ 3 vervollständigt wer- 
den, sieht man, dass dies mit ZH, übereinstimmt. Auch findet man, 
dass H,, mit 2, zusammengesetzt, neuerdings eine mit //, äquivalente 
Transformation gibt. 


Theorem CUXXI Eine Transformation des Indexes 12 über 8 


1) Es ergibt sich aus dem folgenden Theoreme OXXII, dass I, mit einem 
Büschel harmonischer Curven nicht existirt, während I, mit einem panäquian- 
harmonischen Büschel existirt, was immerhin im Auge zu behalten ist. 


Er > 


Punkten ohne besondere Lage, welche die C, mit dem Indexe 2 ver- 
tauscht, ist nothwendig äquivalent T',. 

Die 2. Wiederholung ist nothwendig Z,, die 3. ist Z,, was hin- 
reicht, um den Typus I‘, zu identificiren, welcher die 2. Wiederholung 
von .D,, ist. 


Theorem OXXII. Eine Transformation mit dem Index 4 unter 
den C, eines Büschels, dessen Basispunkte keine besondere Lage ha- 
ben, kann nicht den Index 4, noch 16, noch 12 haben. 

Beweis. Es existirt kein Typus vom Index 16. Der Index 4 
beseitigt sich durch das Theorem CX und für Index 12 wurde nur 
bei BD, ein solches Büschel angetroffen und dies gestattet nicht 2, °). 


Theorem CXXIII. Eine Transformation des Indexes 24 über 
den C, eines Büschels, dessen Scheitel keine besondere Lage haben, 
ist äquivalent .D,,. 

Denn die Transformation ist bestimmt durch den Doppelpunkt d, 
und der Index im Büschel kann nicht 12 sein, weil es keine Trans- 
formation mit Index 12 und Büschelindex 6 gibt und nicht < 4 we- 
gen der Correspondenzen in C,; hiezu kommt OXXH. 


Theorem CXXIV. Die einzigen 'Transformationen des Index 
3, welche die ©, eines Büschels mit Scheiteln ohne besondere Lage 
besitzen, sind die Collineation (2 Tripeln und 2 Doppelpunkte) und 4, 
mit zwei Doppelpunkten. 

Beweis. Das Büschel durch zwei periodische Tripel und zwei 
Doppelpunkte d,d, einer Collineation hat d, als 9. Scheitel. Die zwei 
invarianten ©, des Büschels sind die zwei C,, welche d,d,d, als Tan- 
gentialtripel haben und sie absorbiren alle ©, des Büschels. 

Das Büschel durch /, und d,d,d, hat eine Curve C, mit Doppel- 
punkten, das andere ist äquianharmonisch und besitzt d,d,d, als Tan- 
gentialtripel. 


Theorem CXXV. Der einzige Fall, wo das erste Büschel von 
CXXIV panäquianharmonisch wird, ist jener der cyclischen Configuration. 
Beweis. Ich bediene mich der Abbildung von F,. Wenn die 
Punkte d,d,d, und 3 Punkte eines cyclischen Tripels zur Abbildung 
dienen, ist die Fläche jene, deren Gleichung x} = 0 werden kann. 
Die Einhüllende der Ebenen, welche diese F', in Curven ©, schneiden, 


1) Ich habe absichtlich die Schlussfolgerung nur auf meine Aufzählung der 
Typen gegründet. Denn da das Büschel von C, mit dem Büschelindex 4 existirt, 
ist es immerhin überraschend, dass die Transformation vom Indexe 12, welche 
den Index 4 unter den C, hätte, nicht existirt, ebensowenig wie eine Transforma- 
tion vom Index 4 mit dem Büschelindex 4. 


nt 


zerlegt sich in X,X,X,X, = 0, und die Büschel von Ebenen, deren 
Axen die Kanten des Tetraeders X, X,X,X, sind, liefern Büschel durch 
cyclische Configurationen. 


Theorem CXXVI. Der einzige Fall, wo das zweite Büschel 
aus OXXIV oo! Qurven C, enthält, ist jener, wo der Ort der Doppel- 
punkte €, ist. 

Beweis. Gemäss dem $ 5 ist 7, das Bild einer Perspectivität in 
einer F',, deren Gleichung ist &/) +, (x, x, 2,) = 0. Die Fläche der 
Ebenen von €, zerlegt sich in das Bündel X, und in eine Fläche der 
3. Classe. Die 27 Geraden dieser Fläche sind zu drei und drei in 
Ebenen durch X, gelegen und gehen daselbst zu dreien durch die- 
selben Punkte in der Ebene &,. Eine dieser Geraden kann niemals 


in x, = 0 gelegen sein, ohne dass ®® sich zerlege. Man folgert nun 
aus Theorem LXIII das 

Lemma. Die Fläche ®* von & + L,(x,, &, &%,) = 0 zerlegt sich 
nur in drei Bündel, deren Centra in der Ebene x, = 0 sind und dies 


ist in dem Falle, wo L, äquianharmonisch ist. 

Da aber die drei anderen Scheitel des gewünschten Büschels drei 
Doppelpunkte von /, sein müssen, so muss die Axe des Ebenen- 
büschels in x, sein und da die Ü, äquianharmonisch sein müssen, muss 
die Axe durch X, oder X, oder X, gehen. 


Theorem CXXVIlIl Die Collineation des Indexes 3 aus 
CXXIV bildet mit &, eine vollständige (cyclische) Gruppe, welche in 
keine umfangreichere Gruppe eintreten kann. 

Die Zusammensetzung gibt E). Dass sie vollständig ist, beweist 
man mittelst CXXIV. 


Theorem CXXVIII Die Transformation 7, mit d,d, in ihrer 
allgemeinsten Form bildet mit & eine vollständige (cyclische) Gruppe. 

Die Zusammensetzung gibt &,. Dass die Gruppe vollständig ist, 
wird mittelst COXXIV bewiesen. Fügen wir noch hinzu: 


Theorem CXXIX. Die Transformation E, in allgemeinster 
Form bildet für sich allein eine vollständige cyclische Gruppe. 

Gehen wir endlich über zu einem Büschel, wo der Index unter 
den C, 6 ist. 

Theorem CXXX. Eine Transformation über 8 Punkten ohne 
besondere Lage, welche die ©, nach dem Indexe 6 vertauscht, ist noth- 
wendig äquivalent D, mit d,d, oder H,. 

Der $ 12 l.c. zeigt, dass das Büschel d,d,d, den Index 6 hat 
ebenso das Büschel von H,. Ein anderer Typus mit diesem Index 


existirt nicht. 
7 
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Theorem CXXXIL Die Zusammensetzung von D,, d,d, mit 
2, 8b 

Beweis. Das Büschel besitzt in D, eine invariante Curve, Ort 
involutorischer Paare und eine invariante Curve O, mit W—-eu= y. 
Die &, hat d, als Doppelpunkt und nach der Definition sowie weil 
d,d,d, auf J, contangential sind, ist die Involution auf J,, welche 
durch &, hervorgerufen ist, dieselbe wie jene, welche durch D, her- 
vorgerufen ist. Die Zusammensetzung hat also eine C, mit Doppel- 
punkten und willkürlichem Modul. Sie besitzt den Index 6 unter den 
C, und ist selbst vom Indexe 6. Die zweite invariante CO, ist C, mit 
w+eu=y und die zwei festen C, schneiden sich in drei Inflexions- 
tripeln, aber deren eines nicht demselben Systeme wie die zwei an- 
deren angehört. All das setzt die Identität mit 4, in Evidenz. 

Corollar. Es existirt also auch ein besonderer Fall von H}, wo 
alle ©, des Büschels C, sind. 

Theorem OXXXII. Im Falle des panäquianharmonischen Bü- 
schels liefert die Zusammensetzung von D,, d,d, mit N, wieder H; 
und eine 5, äquivalente Form. 

Nämlich die eine Curve wird «+ zu = y tragen und da die Cor- 
respondenz «— eu = y auf der invarianten C, durch einen Doppelpunkt 
d, bestimmt ist, wird die Zusammensetzung entweder o0' Doppelpunkte 
oder die Wiederholung derselben Correspondenz geben, je nachdem 
man mit (N,)" oder mit N, zusammensetzt. Die erste Transformation 
wird FH, sein, die zweite ist eine sehr schwierig zu identificirende 
Transformation, welche aber wohl nach der Methode Acta Math. Bd. 
XIX. I. Th. N 3 (ef. den hier folgenden $ 8) keine andere als eine 
vom Typus D, sein kann. 

Die ge welche durch Ze von 5b, mit der cy- 
clischen Gruppe von E, entsteht, enthält im Ganzen 54 Transforma- 
tionen. | 

Die Gruppe, welche die Zusammensetzung von Z,, d,d, mit der 
cyclischen Gruppe von E, ist, enthält im Ganzen 18 Transformationen. 

Theorem CXXXIIL Die Transformation Z, (und auch I‘) 
tritt in keine andere Gruppe als in D,, und 5,, ein 

Das panäquianharmonische Büschel mit 60}, wo diese 6 Curven 
ein cyclisches Quadrupel und zwei Doppelelemente bilden, führt direct 
zu D,, und die Gruppe wird i. A. keine andere Transformation ent- 
halten. Aber wenn das Quadrupel derart speciell ist, dass die 6 0? 
eine Form 7’ sind und also die octaedrische Gruppe gestatten, wird 
die Gruppe dreimal die cyclische Gruppe B,, gestatten und ausserdem 
die Gruppe von CXXVIII viermal und die Gruppe von H, 6 mal. 

Die Zusammenstellung der Gruppen gibt der nächste Paragraph. 
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$ 8. Die typischen Gruppen von M, nach der Methode der Abbildung 
auf eine Doppelebene. 

Wie ich für M, und M, in SS 3 und 6 eine gegenüber den SS1 
und 5 sicherere Methode gegeben habe, so will ich auch für M, eine 
Ableitung geben, welche an Eleganz die viele Details erfordernde Me- 
thode des $ 7 übertrifft, durch welche sie allerdings vortheilhaft er- 
gänzt wird. 

Die Transformationen einer Gruppe von M, lassen das Ü,-Büschel 
durch a,...a,, also auch das co? System von O,a‘...a; und die dazu 
gehörige Curve D, ungeändert, welche ein Bestandtheil der Jacobi- 
schen Curve jedes im o©°-Systeme enthaltenen Netzes ist. Sie bringen 
in D, eindeutige Correspondenzen hervor und da umgekehrt durch 
diese die Transformation in 1 oder 2facher Art (i. A.) bestimmt ist!), 
so kommt es also darauf an, Gruppen von eindeutigen Correspondenzen 
in D, zu suchen. Dies ist das Problem der Gruppen von principalen 
Transformationen der Abel’schen Integrale p = 4, wobei die alge- 
braische Function noch die im I. Theile $ 8 erwähnte Particularisirung 
besitzt. Dieses Problem der principalen Transformation der # umgangen 
zu haben, ist eben das Verdienst des vorigen Paragraphen. 

Ein anderes Verfahren ist nun, dass durch ein Netz von Ü,, wel- 
che durch zwei verbundene Punkte p,p, von &,(a?,...a;)' gehen, die 
Ebene FE in eine zweite Ebene E’ übertragen wird, wo als Bild von 
D, eine Uebergangscurve Z, mit zwei im Punkte R längs RR’ un- 
endlich nahen dreifachen Punkten erscheint und wobei die Transfor- 
mationen von M, sich in quadratische Transformationen @? mit 2 in 
RR' unendlich nahen Hauptpunkten (eingeschlossen die Collineationen) 
übertragen *).. Daher: 

Theorem CXXXIV. , Das Problem der typischen Gruppen 
mit 8 (und sogar mit 7,6) Punkten ıst identisch mit dem Probleme 
der Gruppen quadratischer Transformationen und Collineationen jener 
Z, (oder ihrer Degenerationen) in sich. 

Schon aus der Natur der einzelnen Q* können Schlüsse auf die 
Gruppe gemacht werden, weshalb es nöthig ist, jene selbst zu kennen, 
wobei aber die Vereinfachung eintritt, dass die Transposition (RR'd)’ 
wo d. ein stets vorhandener Doppelpunkt der Q° ist, die Q° in eine 
Collineation und allenfalls gleichzeitig Z, in eine Z, verwandelt. Diese 
einzelnen Collineationen sind nun): 


1) Für diese Eigenschaften cf. Acta Math. Bd. XIX. II. Theil $ 3. 

2) Ibidem. | 

3) Ibidem. Jedoch möge man n. 3 als hinzugefügt und einige Formen als 
unwesentlich hinweggelassen bemerken. Ausserdem wird das dortige Theorem 
XXXVI durch das hier folgende Theorem CXXXV etwas genauer präeisirt. 
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, KOX2ı XXX XXX) EX X RENE EINE KR 


HAHN + AIR HERE HIN H X X + X oder 
KIEREHKE(RIR HR REH RE) H NK (KR HERE HR, KHK) + X 


Durch Vergleichung mit den Typen meiner Preisschrift habe ich 
hieraus gewonnen: 


Theorem OXXXV. Die Transformationen von M,, welche 
diese Collineationen in E' liefern, sind 2, für n.1, (ab), (a,b,), 
(Gi = 1...4) für n.2, N, und E, für n.3, A, und E, für n.4, Ool- 
lineation und E, für n. 5, E, und (cc), « inb, b' nafür n.6, Z, 
und I‘, für n.7, H, und H, für n.8, 11, B,d,d, und H, für n. 9, 
10, B,i,t, und B,, fürn. 12, B, und B, für n.13, I, für n. 14, 
4, fürn. 15, 15 fir 2,16, Duyür n. 1/7, DB, furen1o.) 

Bemerken wir, dass der Index der Projectivität in X, gleich dem 
Index unter den C, des Büschels in E ist, dass ferner die Q° und 
Collineationen einer selben Gruppe aus OXXXIV sämmtlich eine Ge- 
rade fest lassen, welche als X,X, genommen werden möge, und diese 


1) Die Behauptung in der Preisschrift, dass (Z,) nicht construirbar ist, ist 
richtig entgegen der Acta Math. Bd. XIX p. 159 gemachten Correctur, wo I% 
statt I, zu setzen ist. 


+RKLRKEHNKHN, KH X, En: = er 
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a 
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. MASHKIL AHA AA HKS HA X + X X: rau 20% 
KA AA, HK (IX, + X, X) HS - A X 4X Ei RE ER, 
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. MREHX KIXEH IHN LM: E%, 
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. DX+X,X+X? a EI ENUGIEN“, 
XXX: + XIX, 4X KUX KK NK BE, 
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. DREHEN, 2. ERS E, 
. KIEL NX,XE e=]1 L:—ER,:—IER, 
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Gerade auch fest bleibt, wenn durch (RR’d)’ übertragen wird, dass 
die 6 Schnittpunkte von Z, mit dieser Geraden oder die 5 von Z, 
nebst deren Punkte auf X,X, unter einander vertauscht werden müs- 
sen. Wenn in einer Projectivität der endlichen Gruppe unter den 
Stralen von X, die Gerade X,X, (Tangente RR’) fest bleibt, so ist 
eine Collineation vorhanden, wenn nicht, eine @°. 

Theorem CXXXVI. Wenn der Index unter den 0, > 6, 
gehört die Transformation nur ihrer cyclischen Gruppe an. 

Denn eine Projectivität Index > 6 kann in keiner anderen Gruppe 
unter den Stralen von X, als nur in der Doppelpyramidengruppe vor- 
kommen. Aber die obigen Formen beweisen, dass bei n. 12. 13. 17 
stets auf der festen Geraden X} oder X, erscheint, wodurch auch, da 
diese Gerade fest bleiben muss, die Doppelpyramidengruppe unmöglich ist. 

Theorem CXXXYVLIlI Die Ikosaedergruppe unter den C, kann 
nicht auftreten. | 

Denn dieselbe enthielte eine Projectivität Index 5 unter den Stra- 
len von X,, also n. 7 oder 13, wo aber jedesmal auf &, = 0 X? ent- 
steht, sodass der Index 5 cyclische Gruppen bedingt. 

 Theorem CXXXVIII Die Octaedergruppe unter den (, ist 
nur möglich bei n. 16 also bei D,,. 

Denn bei E, können gemäss n. 5 die Schnittpunkte mit x, = 0 
keine Octaedergruppe gestatten. Bei B,, erhält man sofort aus x, = 0, 
A3+X,X, = 0, dass X,X,(X,+ X;) die Octaedergruppe gestattet, 
wo diese natürlich in E’ auch aus @°, welche Z, invariant lassen, be- 
stehen wird. Dass dann 47, nicht die Gruppe hervorruft, folgt aus 
meinem Theoreme (Acta Math. XIX. p. 187), wonach zwei Büschel mit 
gleicher fundamentaler Involution birational äquivalent sind. Dass 
aber an B,, sich wirklich die Octaedergruppe knüpft, folgt daraus, dass 
Z, die Gruppe von Q° gestattet. Denn da ®* die 5 Punkte auf X,X,, 
und den 5. Punkt auf X,X,, unter welchen ihre 2 einfachen Haupt- 
punkte sind, unter einander transformirt, so transformirt sie auch die 
Tangenten der Z, in diesen Punkten, welche Inflexionstangenten sind, 
unter einander, also auch das Büschel von C,, das dieses Sextupel 
und die X,X,+ X,X, dreifach enthält, in sich. Es sind also alle Q, 
des Büschels invariant, falls @® auf den Doppelstralen in X, den Index 
3 besitzt. 

Gleichzeitig sehen wir, dass bei 7, der fünfte Punkt an RR! fehlt 
und die Tangenten aus X, in grösserer Anzahl vorhanden sind, dass 
also /, für sich allein eine vollständige Gruppe bestimmt !) und auch, 
wenn particulisirt, nur in D,, eintreten kann. 


1) Hiernach entscheidet sich die Cr. J. Bd. CXIV p. 103 erwähnte Frage in 
dem Sinne, dass /, nicht nothwendig die Figur von B,, besitzt. 


Wir kommen zu den Büscheln mit dem Index 6. Dass bei n. 9 
die Doppelpyramidengruppe unmöglich ist, folgt daraus, dass auf X, 
— 0 X}+X} entsteht, was ©, bedeutet, während die andere feste 
Curve nicht ©, ist. n. 9 bildet eine vollständige Gruppe, da auch 
keine der übrigen Oollineationen mit der Form verträglich ist, mit al- 
leiniger Ausnahme der Form X}X; + X + X. 

Die Form n.11. gestattet stets auch K,, da in n. 4 nur 2 Coeffi- 
cienten Null zu machen sind. Ferner beweisen die Formen n. 3.4.5. 
n.6.16., dass sie in der allgemeinsten Form cyclischen Gruppen Anlass 
geben. Wenn n. 3. die Form n.2. annimmt, so entsteht sofort 9 und 
zwar in seiner allgemeinsten Form. Dagegen können sich n. 3. 4. 5. 
in der Form X X; + X, + XZA, + X, begegnen und dies ist also eine 
Gruppe mit E,, Ei, E} aus welcher die Formen n. 8. bis n. 11. solange 
ausgeschlossen sind, als nicht ER“ verschwindet. Auch die Doppel- 
pyramidengruppe Mi 0° ist unmöglich, da die festen ©, eine 0} und 
eine Ü, sind, solange also diese ©, nicht C} ist, d.i. wie soeben. 

Die Form n. 2 kann in eine Gruppe eintreten, wo die 6 Schnitt- 
punkte auf X,X, den Fall n. 1 von OCXIV bieten. Da dann Z, zwei 
Doppelpunkte enthält, während um n. 2 zu liefern, keiner vorhanden 
sein durfte, so wird diese Transformation /J, werden. Die dritte Q? 
hat wieder keinen Doppelpunkt in Z, und führt daher auf eine Form 
n. 2, also eine Transformation T),. 

Keine der Formen n.9.10. 11. ist mit der Doppalfyramiderk rin 
unter den C} verträglich, auch nicht von @*, da 1. A. nur die eine der 
beiden festen Curven (, ist. Dagegen liefert die Form X7X,+X5+X3 
eine Gruppe, in welcher gleichzeitig E, Ei, Eu, H, HH, P, auftreten 
und ausserdem jene, welche die beiden festen C, unter einander ver- 
tauschen und je einer Q* der Z, in sich entsprechen. Zusammenfassend 
folgt: 

Theorem OXX XIX. Die typischen Gruppen mit 8 Punkten 
sind: | 
]. Die Transformation &, in ihrer allgemeinsten Form r = 2. 
II. Die Transformation T,: (ab), (ab), = 1...4 


mit Z, und T,-.2, r=4. 
J11. Die cyelische Gruppe von I, r—=4. 
IV. Die Gruppe einer I, mit zwei cubischen T, 3‘ 
V. Die Gruppe von E, mit 2, und E,: 2, r =)8. 
VI. Die ceyelische Gruppe von T', in allgemeinster Form r = 10. 
VII. Die ceyclische Gruppe von EI in der allgemeinsten 
Form nebst 6 Involutionen r= 12. 
VIII. Die cyclische Gruppe von E, in der allgemeinsten 
Form nebst 6 Involutionen y.—= 12; 
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IX. Die ceyelische Gruppe von E, in der allgemeinsten 


Form | 
X. Die ceyclische Gruppe von B,, r—= 2. 
XI. Die cyclische Gruppe von D,, r 130. 
XII. Die cyclische Gruppe von I‘, in der allgemeinsten 
Form u —uL2, 
XIII. Die eyelische Gruppe von 4, in der allgemeinsten 
Form PR N 
XIV. Die Gruppe von B,,d,d, in allgemeinster Form 
mit H, und 2, Br 2 
XV. Die Gruppe von E, mit der Doppelpyramidengruppe 
unter den C,, wo zwei O,die Scheitelelemente sind r —= 54. 
XVI. Die Gruppe von H, mit E, rrz=röh. 
XVII. Die Gruppe mit E, E, und E, Dre 48, 
XVIII Die Gruppe von E, mit einem Sextupel T von C}, 
welches also die octaedrische Binärgruppe gestattet r —= 144. 
XIX. Die Gruppe von B!,, Bit, mit 2, y #224. 
XX.. Die Gruppe IV mit E, el, 


XVI bietet den Fall 1. von CXIV, VIII den Fall 4., XVII den Fall 
3, XI den Fall 5., XVII den Fall 6. 


$ 9. Die zweideutige Abbildung des quadratischen Kegels. 

Benützt man die C,a}...a,; eines oo® Systemes als Bilder der 
Ebenen eines Raumes R,, so wird das Büschel von O,a,...a, die 
Abbildung der Erzeugenden eines quadratischen Kegels und der 9 
Scheitel a, das Bild des Scheitels dieses Kegels. Die sämmtlichen bi- 
rationalen Transformationen, welche die C,a?...a? unter einander trans- 
formiren, sind Bilder von Collineationen, welche den quadratischen 
Kegel in sich transformiren. Eine Gruppe solcher Collineationen muss 
nicht nur den Scheitel des Kegels fest lassen, sondern auch eine nicht 
durch den Scheitel gehende Ebene. Die Gruppe reprodueirt ausserdem 
eine Curve 6. Orduung auf dem Kegel, welcher die Curve D, in der 
Ebene zum Bilde hat und der Schnitt des Kegels mit oo” F\, ist. Die 
internen Homologieen sind also entweder Identitäten oder vom Indexe 
3. Erinnert man sich, dass in der Ebene das Bild mit 2, zusammen- 
gesetzt werden muss, so erhält man: 

Die Gruppen mit 8 Punkten sind meriedrisch isomorph mit den 
binären Gruppen, in den Graden 2 oder 3 oder 6. 

Die Uebertragung der Thatsache, dass im Raume eine Ebene und 
somit ein Kegelschnitt fest bleibt (cf. dieses Buch II. Theil $ 2), liefert: 

Theorem OXL. Jede irreductible Gruppe mit 8 Punkten trans- 
formirt nicht nur eine Curve D,a}, sondern auch eine Curve D,a; in sich. 
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Umgekehrt ist durch eine solche Curve und die Correspondenzen, 
welche sie trägt, die Gruppe der 'Transformationen bestimmt. 


S 10. Aufzählung der sämmtlichen Typen vollständiger endlicher 
Gruppen birationaler Transformationen. 


Die SS 5, 7, 8 mit den Resultaten des II. Theiles liefern endlich 
das Schlussresultat, wobei statt birationaler Transformationen »eindeu- 
tigers gesetzt werden kann, weil einfach rationale Transformationen 
überhaupt nicht periodisch sein können. 

Theorem CXLI. Alle endlichen vollständigen Gruppen ebener bira- 


tionaler Transformationen sind birational äquivalent einem von 61 Typen. 
Diese sind: 


I. Eine Gruppe von Collineationen, welche drei Geraden 
unter einander vertauscht (oder einer Gruppe von 
Collineationen, welche einen Punkt und eine nicht 
ineidente Gerade ungeändert lassen) !) 
II. Eine Gruppe von Collineationen, welche auf einem Ke- 
gelschnitte eine Ikosa@dergruppe hervorruft 60 
III. Die Gruppe von Collineationen, welche eine harmonische 
Curve 3. Ordnung in sich transformirt 36 
IV. Die Gruppe von Collineationen, welche ein Paar syzy- 
getischer harmonischer Curven 3. Ordnung nur unter 
sich transformirt 54 
V. Die @ruppe von Collineationen, welche das syzygetische 
Büschel von Curven 3. Ordnung in sich transformirt 216 
VI. Die Gruppe von Collineationen, welche die biquadrati- 
sche Curve z?2,+ 232,4 z3r, = 0 in sich transformirt 168 
VII. Eine Gruppe von Transformationen de Jonquieres’s mit 
gemeinsamem Punkte (ab), wo die Gruppe unter den 
Geraden von (ab) der Kreistheilungstypus oder 
VIII. der Doppelpyramidentypus oder 
IX. die Gruppe des Tetraeders oder 
X. die Gruppe des Octaeders oder 
XI. die Gruppe des Ikosaeders ist, 
XII. Eine Gruppe quadratischer Transformationen mit ge- 
meinsamen Punkten (ab'), (ba’) 
XIII. Eine Gruppe von quadratischen Transformationen mit 


drei gemeinsamen Hauptpunkten, welche jedes der 
drei Stralbüschel fest lassen oder zwei derselben unter 
einander vertauschen oder alle drei Stralbüschel unter 
einander vertauschen 


l) Die 2. Gruppe von I sowie die 2 ersten Gruppen aus XIII sind eigentlich 
als partikuläre Fälle in den Gruppen VIII bis XII enthalten. 


AV, 


XV. 


xXVl 


XVI. 


XVIM. 


XIX. 
xXX. 


xl. 


XXI. 


XXI. 
XXIV, 

DER V, 
XXVL 


XXVl. 
XxXVv. 
XXX. 
XXX, 
XXXT. 
XXXU. 
XXXIl. 
XXXIV. 
xXXXV. 
XXXVl 
XXXVL, 


XXXVII. 
XXXIX. 
XL. 

XLI. 
XL. 
XLII. 
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Die Gruppe quadratischer Transformationen mit 4 
Punkten 


Die Gruppe quadratischer und cubischer Transforma- 
tionen mit 5 Punkten, welche willkürlich sind, oder 


einen Doppelpunkt und zwei involutorische Paare einer 
Collineation bilden oder 


ein eyelisches Tripel und zwei Doppelpunkte einer Col- 
lineation bilden oder 


ein eyclisches Quadrupel und einen Doppelpunkt einer 
Collineation bilden oder 


ein eyclisches Quintupel einer Collineation bilden 

Die Gruppe über zwei syzygetischen Tangentialtripeln 
einer willkürlichen (, d.i. mit 2, [I,]') 

Die Gruppe über zwei syzygetischen Tangentialtripeln 
einer harmonischen (, d.i. mit 2,, [UI] 


Die Gruppe über zwei syzygetischen Tangentialtripeln 
einer äquianharmonischen (C, oder die äquivalente 
Gruppe mit 2, [II,] 


Die Gruppe mit T, [XIV,] 
Die Gruppe über dem Clebschischen Sechsecke 
Die Gruppe über zwei dreifach perspeetiven Dreiecken 


Die Gruppe über einem Quadrupel und einem involu- 
torischen Paare einer Collineation 


Die Gruppe über dem sechsfach Brianchonschen Sechseck 
Die eyelische Gruppe von 2,5; [VIıs] 
Die Gruppe, welche 2,, [IV,,] enthält 
Die Gruppe, welche 2,, [III,,] und B!, [V,.] enthält 
Die 
Die 
Die 
Die 
Die 
Die 
Die Untergruppe von XXXIV, welche 15 Involutionen 
enthält, mit ©, 


Die allgemeine Gruppe von 7 Involutionen mit @, 


Gruppe, welche (ab'), (be'), @' in alincz d, d, enthält 
eyelische Gruppe von T4[XV,] in allgemeinster Form 
eycelische Gruppe von T%' [XVJI,] 

eyelische Gruppe von IT’, mit drei Involutionen 
allgemeinste %, [XXXIV,] 

Gruppe von 2,, d, mit ®, 


Die allgemeine Gruppe von 3 Involutionen mit @, 

Die eubische Involution allein mit ®, 

®, [XLIII,] in ihrer allgemeinsten Form 

Die eyclische Gruppe von I, in der allgemeinsten Form 
Die eyelische Gruppe von T;, in der allgemeinsten Form 


Te ART 


l) Die römischen Ziffern in Klammern [ ] innerhalb des Textes beziehen 
auf die Tafel p. 108. 


120 
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sich 
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XLIV. Die eyelische Gruppe von Z, [XXXV,] in der allge- 


meinsten Form = 70 
XLV. Die eycelische Gruppe von Zi [XXXVL,] in der allge- 
meinsten Form Er 
XLVI. Die eyelische Gruppe von Z/ [XXXVL,] in der allge- 
meinsten Form r=212 
XLVII. Die eyelische Gruppe von 2,, [VII;o] r—= 20 
XLVII. Die eyelische Gruppe von 5, [Xso] _ ro 
XLIX. Die eyelische Gruppe von I‘, [XVIII,,] in der allgemein- 
sten Form iv. 
L. Die eyelische Gruppe von /, [XXVII,]in der allgemein- 
sten Form a! 
LI. 2, [XLVII,] in ihrer allgemeinsten Form a er 
LU. Die Transformation 7Z,: (ab), (a,db)e =1...4 mit 2, 
und 7,.2, nl 
LII. Die Gruppe von E, [XXXIV,] mit 3, und E,.2, r—=B 


LIV. Die Gruppe von einer I, [XLV,] mit zwei eubischen , r = 8 
LV. Die aus 2B,., ds; Big [Ve] und 3, [XLVII,] zusam- 


mengesetzte Gruppe r —='48 
LVI. Die Gruppe aus B,, d,d, mit Hi [XL,] und 3, in all- 
gemeinster Form e=1l2 
LVII. Die aus H, [XXXIX,] mit Z, zusammengesetzte Gruppe r = 36 
‘ LVII. Die Gruppe LIV mit E, r— 2 


LIX. Die aus £, mit E, und EZ zusammengesetzte Gruppe  r = 48 
LX. Die Gruppe von Z,, deren ©3 ein eyelisches Sextupel 
bilden r=B4 
LXI. Die Gruppe von E, mit einem Sextupel von C?, welche 
eine Binärform 7 bilden, also die octaedrische @ruppe 
gestatten d. i. die Gruppe mit 2,, [IX;,]. r=1M4 
In dieser Aufzählung sind zu unterscheiden 8 Classen von Grup- 
pen und 53 isolirte Typen. Von den Classen ist die Collineations- 
gruppe I. von H. Jordan, die übrigen 7 sind von mir ent 
deckt, theilweise überhaupt zuerst, theilweise in dieser Vollständig- 
keit. Von den isolirten Typen sind 4 Collineationsgruppen von H. 
Jordan, 1 von H. Klein, 2 sind ®,, 2,, von welchen der eine seit 
sehr langer Zeit bekannt ist, der andere von Bertini herrührt, 6 Typen 
quadratischer und cubischer Transformationen (XIV—XIX) stimmen 
mit den von Autonne gerechneten Gruppen überein '!), die übrigen 
40 Typen sind zum ersten Male in der gegenwärtigen 
Arbeit entdeckt und veröffentlicht. 


1) Ich habe schon am Ende des II. Theiles (S. »Ad notam«) angegeben, dass 
ich auch jene 6 (quadratischen und cubischen) Gruppen und in ihrer Bedeutung 
als Typen seit längerer Zeit gekannt habe. 


1893— 1894. 


Noten. 


Ad p. 7 u. p. 39. (Dies ist die auf p. 7 letzte Zeile bezogene Anmerkung.) 
— Wie sehr es nöthig ist, den algebraischen vom arithmetischen Theile zu un- 
terscheiden, zeigen die folgenden Beispiele. Wenn eine Gruppe von Transforma- 
tionen gegeben ist, so kann man sich denken, dass ein einfacher Punkt der Ebene 
durch alle Characteristiken unveränderlich sei, während die wirklichen Transfor- 
mationen der Gruppe keinen Punkt ganz unveränderlich lassen. So kann es ge- 
schehen, dass eine Gruppe von Transformationen keine Reduction gestattet, wäh- 
rend die Gruppe ihrer Characteristiken diese Reduction gestattet. 

Andererseits weiss man, dass für jede endliche Gruppe von Transformationen 
invariante Curven existiren. So könnte man sich für die Gruppe von Characte- 
iristken eine invariante Curve und sogar eine invariante rationale C, denken. 
Aber dies würde zu dem Schlusse leiten, dass die Gruppe auf der (, eine end- 
liche Gruppe von Correspondenzen bewirkt, welche, da sie sich in einem ratio- 
nalen binären Gebiete befindet, einer der 5 bekannten Gruppen isomorph sein 
müsste, was nicht der Fall sein muss. 

Ad p. 31 Schluss des $ 6. — Die Subtotalgruppe kann verallgemeinert wer- 
den, indem man eine Anzahl Elemente in zwei (oder weiterhin in mehrere) Clas- 
sen theilt und festsetzt, dass die Substitutionen unter denselben gewissen, allen- 
falls sogar complicirten arithmetischen Bedingungen bezüglich der Anzahl der 
Uebergänge aus einer Elementenclasse in die andere zu genügen haben. 

Ad p. 39 am Ende. — Die Totalgruppe der Substitutionen 2. Art unter N 
Punkten ist holoedrisch isomorph mit der Gruppe der Permutationen, welche die 
Combinationen von n Buchstaben zu geraden Classen 2? mit der Einschränkung 
vertauschen, dass der Werth 2?:+2”-j, wo 5 die Zahl der zwei Combinationen 
gemeinsamen Buchstaben, erhalten bleibt. 

Ad p. 76. — Beweis von Theorem LXIII. Die C, liegen zu je dreien auf, 
einem Kegel mit X, als Spitze. Die (, in einem Ebenenbüschel, dessen Axe y 
in X, X,X, ist, werden von X, in C, eines Büschels projicirt, in welchem L 
und die dreimal gezählte Gerade y vorkommt. Die Hesseschen Curven dieser (, 
bilden selbst ein Büschel, "berühren sich in dem conjugirten Tripel s,s,s, des 
von den Doppelpunkten d, d,d,d, gebildeten vollständigen Viereckes und gehen 
durch die Schnittpunkte von y mit den Geraden 5,'S;, 838, 852. Es gibt eine C 
im Büschel n. 17, welche s,s, + s,5; + ss, als Hessesche Curve hat, also 3 C, im 
räumlichen Büschel. Soll nun in der Ebene die C, auch noch mit 39 zusammen- 
fällen, so muss ein Theil des Tripels s, 5,5, auf g fallen, es müssen zwei Seiten 
des Basisvierseites coincidiren, oder auf y müssen zwei correspondirende Punkte 
der Hesseschen Curve sein. Dann ist aber g eine Tangente der Cayleyschen 
Curve. 

Ad p. 57. Th. XVII u. p. 105 n. XXIII. Bezüglich der syzygetischen Tan- 
gentialtripel cf. meine: Arbeit: »Ueber eine ein-dreideutige Abbildung einer Fläche 
3. Ordnunge (Cr. J. Bd. XCV). 


Ad p. 98. Es sei noch auf die im letzten $ meiner Preisschrift behandelten 
Tangentialgruppen hingewiesen, welche aus den Gruppen M, entstehen, indem 
statt zweier entsprechender Pnnkte ihre Tangentialpunkte auf ihren (C, entspre- 
chend gemacht werden. Diese, sowie die allgemeineren, wo statt der Tangenten 
tangirende Curven eines homaloidalen Netzes benützt sind, sind stets der Origi- 
nalgruppe birational äquivalent. 
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Tafel der isolirten Typen eindeutiger periodischer Transformationen. 


(XT,,) 
RL 
(XII, 
XIV 
XV, 
EV: 
xy 
xyormk 
(XIX 
(XX,,) 


6 


(XXL,,) 
(XXL) 
(XXTIE) 


(XXIV,,) 
(AXV,) 
(XXVL) 


XXVIL 
XXVIL, 


(Journal f. Math. Bd. CXIV p. 87.) 


inc cina, a inb 


bin c,.& in eins a inrs, in.D 


«-1))®-" +0 - + — Hl)... 
(ab'), a inaline, dindinind @—-1N(@-a’+x-a’-+1) ... 
(«—1)@®—-a°+1),... 


(ab), a, ın.c,.c an ons einscSn,D 
(ab'),.(be'), ;:a';.in a,lin as innaran oaınye 


.-) + - Pr -+c+l),.. 
(<—-) (a —- +1) +) (e+1) ... 
b’inc, Cina a inainaind «—-1)«-«+1)®—-x+1),.. 
b'inc, Cina, !naind —-1)@—-z +1) -e+r—x+l), .. 
1) @+Dd@®—-x+1), ... 
(1) ®—- +1)’ (+1), ... 
(N) +1) (®—-2+1),... 
(1) —- +2 —2+DP, ... 
(.-1)(@—-a2’+1), ... 
b, in a, bin b’ in a,, (a,b,), (a,b,), (a,b,) («—1) (#2 +1) (@+1)}, ... 


(ab'), a’ in c, cd’ in b 


(ab,), (ba,), (a, b,), (a,b,), d, in a, 

b,ina, bina,, (a,b,), (a,b), (a,b,) 
b,ina, bina,, (a,b,), (a,b,), (a,b,) 
b,ina,bin.a,, (a,b,), (a,b,), b,ina, 
(ab), 10a.) 0, an a0, sin. D un zer 


b, in a, b in b' in q,, (a, b,), (Q; b,); (a, b,) j 


«-)(®- +) —-x+1), ... 
«—-2)(«&-+1D) (+1), ... 
(—1), ... 


(ab), (ba,), d,ina,, d,ina,, d,ina, 
(ab,), (ba,), (Q; b,), b, in Az, b, in q, 
(ab), (ba,), (a,b,), (a,b,), d, ind, ina, 


(1) (+ 1’ - + —acH+l)... 


(ab,), ba,), (a,b,), (9,6,), d, in d, in b, ing, 


1) - +1) @ +1), ... 


b,ina,bina,, (a,b,), (a,b,), b, in a, 


«-)@-2 +) +1’ - +0 —xH+l) ... 

—1)(@’ +1)... 
(<—-1)(®+2+1), ... 
(«—-1)(«+1), ... 


(ab,), (ba,), (q, b,), b; in q,, b, in b; in q, 
(d, &,), (d, &,), (d, &,), (e,0,), (e 0,), (e; 2) 


2 3 


(d, eu) (d, &); (e, &,); (e, Ö,), d; in e, Ö, in d, 


1) —- +1’ +xcH+1).. 


(aba inzer.c TInrckanen @—-2)(@+2°®+1).. 
(ad), (de), a mainainc («-Ye -zr1)@’ tz 
(ab'), a’ in ec, cd inc, in«,in db (.—-1)(@-+1),... 
(ab'), a’ in al in e, ce n Wind -1)@-2+d)@-zF+T: 
(ab'), (be'), @ in ai ina,ina,inc «Ne -RFDn 


(XXIX,) 
(AXX,) 
(XXX) 
(XXXII,) 
(XXXIIL) 
DIERTLY, 
XXXV, 
XXYI, 
XXXVI, 


(XXX VIII) 
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(d, &); (d, &), (d, &) (e, Ö,), (e, Ö,), Ö, in 7 


1) —- +1) (®+c+1),.. 


(d, &,), (d, &,), (d, &,), (e, Ö,), Ö, in 27 Ö, in e; 


«—-)++D)@+x+1)...(2,) 
(d, &,), (d, &), (d,&), (e,0,), (&,0,), 6, ind, ine 
@-1) (+1) @—2+1)(@+1% ...(4,,) 
(ab,), ba,), (@,b,), (a,d,), (a,b,), (a,b), (ad) 
(1) (®—- +1) @ +1), ...(4}) 
(ab,), (ba,), (a,b,), (a,b,), (a,b,), (a,d,), d, in a, 
1) —- + —- +) +2), ...(I},) 
(ca,), (a,y), &,B,), (,,), (d,@,), (a,P,), (03ß,) 
—1) +1)’ (+1), ...E, 
y, in c,, (b,,), (&,@,), (ba), (@,ß,), (©, B,), (a, ß,) 
@—-1)(@®—-x+1),...E, 
Yı in C,, (b, «,), (b, ,), (b, «,), (a, ß}); (@, ß,), (a, ß,) 
(1) —- 2 +1)’ (+1), ...E, 
y, in c, (b,a,), (b,a,), (b,a,), (a,B,), (a,ß,), (@,ß,) 
(2-1) @—-2 +1’ (@ +1), ...E, 
(ca), y in a, (b,B,), Ba), (b,0,), (a,ß,), (a,ß,) 
Bu (ca), (a, Y); ß, in b,; (b, a), (a, ß.) = (ca), (a, y), (b, ß,), 
a, in b,, (0), (4, B.), (a, B,) @-1)(@ +1) +1, ...(E) 
y, in 6, (zB) (ay,), (da), (dB), BB), u B.) 
| 1) @—-2 +1’ (@®+2+1),...H, 
(a, 6), (dB,), (9, B,), (3; ß,), (aß), (a), (3), (6, 0,) 
1) +2+1’ (+1), ...H,; 
(da,), (a, 0), &, B.), (PB), Br) BB), (&0,), (0,7,) 
—-D)e+ +20 +2+1),...Z, 
y, in c,, (se), (ay,), (d,B,), (&,ß,), 6), (%,B,) 
1) ®—-2+1) ®+D)(&+12),... (H,,) 
Ba. del, D (—-1)(&+1)}, ...©, 
(ar) (3Y0, (Gr) (Erd) (90, ro) 97 inc, 
(<—-1)@ +1 (®—-x+1), ...(0,) 


b,9,), 0,9,), (89,), (cr), (r) (399) (AB), (ee) EN) +1)... 


(er), (&®), (419), (,), (0, 9,), (6,0, (dh (6 65) 


@-1)@® +1? (+1), ... 


(MM), (e, d,), (0), (& d,), (em), (di 8), (d, &,), (d, &,) 


—-1)(®+2+12),... 
Fre... 8) i @—-1)(c +1)... 
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